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第 一 章 “生成 和 表示 


31.1 有 界线 性 算 子 一 致 连续 半 群 


定义 1.1 设 X 是 Banach ZË, TH O<t<o) Em 
X 到 和 内 的 有 界线 性 算 子 的 单 参数 族 。 称 TOOS) 
是 X 上 的 有 界线 性 算 子 半 群 ， 如 果 

(i) TO) =I (I 是 XX ENBSRY) . 

Gi) TG+3s) =TCDTG) 对 一 切 !，5 之 0 Mar CPR 
性 质 ) 。 
一 个 有 界线 性 算 子 半 群 T(t) 称 为 一 致 连续 的 ， 如 果 

limll7 CG) -Hl=0, (1.1) 


定义 线性 算 子 4 如下， 命 


~ 


D(A) -{ xEX, lim TOITE 存在 } (1.2) 


AMF xc DCA), 


Ax= lim (1.3) 


tto 


TŒx-x _d TOX | 
t ~ dt “0. 


BARER TO 的 无 穷 小 生成 元 ，DCA》 是 4 的 定义 域 
本 节 将 集中 研究 有 界线 性 算 子 的 一 致 连续 半 群 。 显 锥 ， 
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由 其 定义 ， 当 TO 是 有 界线 性 算 子 的 一 致 连续 半 群 时 ， 成 
立 


limilTG> - T@) || = 0, (1.4) 
Sm 
定理 1.2 线性 算 子 4 是 一 致 连续 半 群 的 无 穷 小 生成 元 


当 且 仅 当 举 是 有 界线 性 算 子 。 
证 明 设 4 是 & 上 有 界线 性 算 子 。 又 设 


T(t) =c4= yee, (1.5). 
ONAN 0 RERKRAENT -TERR 
HEF TH, PA TO=! HNN RAA APA 
出 TG+s) =T) TG) 成 立 。 又 对 圭 级 数 作 估计 ， 我 们 得 
到 、 

ITO = 1 || St] Affe '4" 
和 


| Fant - Af <i + (TOT, 


由 此 推出 TOE X 上 有 界线 性 算 子 的 一 致 连续 半 群 且 4 是 
无 穷 小 生成 元 。 . 
RTO BX 上 有 界线 性 算 子 的 一 致 连续 半 群 。 固 定 


p>0 充分 小 ,使得 [tof Tends <1. 由 此 推出 
0 , : 


on! { Teds 是 可 道 的 ， 因 此 f Teds AWW, BE 
0 0 


.2  . 


pi -Df Teas =r (f r+mds -| Teds ) 
多 0 ò 


(和 T(s)ds — f Tod) > 
所 以 
hi(T(h) -D= ( no fe Tds- h- pro) 


-1 
(J Toas) . (1.6) 
0 
在 (1.6) 中 让 AYO 得 h-1(T(h) -1》 依 范 数 ， 因 而 强 收敛 
到 有 界线 性 算 子 (TCp) -D([ Toa), E (7(0) -D 
0 


(| Ted) 是 TO 的 无 穷 小 生成 元 。 


显然 ， 由 定义 1,t， 半 群 T(t 有 唯一 的 无 穷 小 生成 元 。. 
如 果 工人 是 一 致 连续 算 子 ， 那 么 它 的 无 穷 小 生成 元 是 一 个 
有 界线 性 算 子 。 另 一 方面 ， 每 个 有 界线 性 算 子 4 是 一 个 一 至 
ERPE T(t》 的 无 穷 小 生成 元 。 这 个 半 群 唯 -- 吗 ? 以 下 定 
理 肯 定 地 回答 了 这 个 问题 。 

定理 1.3 RTH 和 SQ) 是 有 界线 性 算 子 的 一 致 连续 
半 群 。 如 果 


lim 工 GD ~T =A= lims =F (1.7) 
aT t #30 t 


则 TC) =SG 对 t> 成 立 。 
证 明 ”我 们 将 指出 对 给 定 的 T>, SOTH 对 于 
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0<t<T 成 立 。 设 T> 0 固定 。 因 为 IO tIS] 
连续 ， 存 在 常数 C 使 得 |TCD ,18(D1<C 对 于 0<s 1<T 
成 立 。 给 定 e> 0， 由 (1.7) 存 在 5>0， 使 得 

hT ~S <e/TC 对 于 0<h<6 成 立 。 (1.8) 
设 0<t<T， 并 且 取 n>1 使 得 t/n<6。 由 半 群 性 质 及 (1.8) 


得 
WT) —S()]| = | T( nt) -s ( nt) 
sH (o> G 
~T ((n-k-1) 4)s (G22) 


<2 |r (c- k-1) 二 站. 


(5 OE) 


<Ons- . t <E 
由 se>0 HERETO =8(G 对 于 0<ts7 成 立 。 定 理 
证 毕 。 

推论 1.4 设 T(G) 是 有 界线 性 算 子 的 一 致 连续 半 群 ， 则 

(a) 在 在 常数 % 之 0 使 得 TD SA, 

O 存在 唯一 的 有 界线 性 算 子 4 使 得 TM =, 

O OPIRATA RTO 的 无 穷 小 生成 元 。 


(d) toTORERNR, E 


TO ATO =THA, (1.9) 


证 明 推论 1.4 的 所 有 结论 容易 由 (5)5 推 出 。 为 了 证 明 
O), ETO 的 无 穷 小 生成 元 是 一 个 有 界线 性 算 子 A, A 
亦 是 由 (1,5) 定 义 的 M 的 无 穷 小 生成 元 。 因 此 由 定理 1。3 知 
T(t) =e, 


$1.2 有 界线 性 算 子 强 连续 半 群 


本 节 设 X 是 Banach 空间 。 
定义 2.1 一 个 X 上 的 有 界线 性 算 子 半 群 TO, 0st 
<<co 称 为 有 界线 性 算 子 强 连续 半 群 ， 如 果 
lim T(x=%， 对 一 切 xE XM, (2。1) 
tm0 


一 个 X 上 的 有 界线 性 算 子 强 连续 半 群 将 称 为 一 个 Ce KER, 
或 简称 为 一 个 Co $R. 
定理 2.2 设 TQ) 是 一 个 OC 半 群 ， 则 存在 常数 oF0 
和 必 宇 1， 使 得 
ITOS Mee 对 于 OSK 成 立 (2.2) 
证 明 我 们 首先 证 明 存 在 m0, ETOS O<t<n 
HAR. ETA WEEE 40, lim =0 和 
ITC) >". FRH-RAREER, TEDX Mex CXR 
无 界 的 ， 这 与 (2。1) 矛 盾 。 因 此 当 0<t<7 wf, ITO <M, 
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因为 IT7(0)1= 1， 知 MS1, won! log M0, 给 定 
t>0, RMA :=7%7+ 6， 因 而 由 半 群 性 质 
ITO = ITOT SEM" SMM = Me", 
推论 23 设 T(t) 是 Co 半 群 ， 则 对 每 一 XEX，i-> 
Tx 是 一 个 从 Ri( 非 负 实 轴 ) 到 X 的 连续 函数 。 
.证明 Rt, h>0, A PRM :TQ)x HERE: 
|Tce+h)x -TOSTO + Tx- x 
<Me'||T (hyx- x], 
AY t>h>0 时 z 
ITG- h)x—T yx] <||T@—h)|l + lx- Tx] 
<Mejx- Tx], 


定理 2.4 设 TOE Co 半 群 ， 又 设 4 是 其 无 穷 小 生成 
元 ， 则 
(2) 对 xE 成 立 


t+h 
‘ lim 元 T(s)xds = Tx, (2.3) 


k0 t 


(b) 对 xEX RE | T (s)xds D(A 
0 


t 
A T(s)xds )=T(t)x-x, (2.4 
(f Tos) 
(c) 对 EDA), TOxEC DAM 
-TCDx= AT (t)x = T(t) Ax, | (2.5) 


O 对 xED(4) 成 立 


Tx- Teen f ro TO Ax saf AT Cade. (2.6) 


,证明 . a Ton Natt siete Tan 
Ó). 命 *EX 和 -0 则 


TW- CD ji: TCD)x age i, Taan Tesyxds 


an Toti, Ts) xds 
BY ny0 时 右 端 趋 于 TX x, ARESTO. 为 了 证 
明 (c)。 命 xED(4) 和 h>0， 则 s 


1%] Tax=T 0) COR roa Ax, 


4 ALO 时 。 (207) 
BLT Cox EDD RLAT O= T(t) Ax, (207) 3K HEH 
© Trax AT ()x=T (1) Ax, 
即 Tax 的 右 导 数 是 TOAL, WTEC., RIAH 


指出 当 ON, TO 的 左 导数 存在 且 等 于 TOA, RT 
出 以 下 事实 得 出 ， 


m [Orre ATO dx | 


lim 


> T(h)x—x 
= Tü- 一 人 
tim Tam | Na ae | 


+lim (Ta -h)Ax- T(t) Ax), 
eee 


而 右 端 两 项 是 等 ， 第 一 项 因为 xE DCA) 和 |ITC-A) IE 
0<h<t 上 有 界 ， 而 第 二 珊 因 为 T(t) 的 强 连 续 福 。 这 就 完成 
了 (@) 的 证 明 。(d) 由 (2.5) 从 s 到 上 积分 可 得 > 
推论 2.5 若 4 是 Co ERTO 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 
AWE UR D(4) 在 并 中 稠密 ， 且 4 是 一 个 闭 线性 算 子 。 


证 明 对 每 一 *EX， 命 为 = 十] Toas, hems 
0 


O), 对 过 0 有 %ED(4)， 并 且 由 定理 240), 4 t40 
时 有 xox, Alt DAM DG) 等 于 X., ARE 
是 显然 的 。 为 证 明 A 的 闭 性 ， 设 X E D(A), 当 N—> co 时 ， 
Xa >X HA Xa >Y. 由 定理 2.4(@) 我 们 有 


1 
L(t) Xa Xn = f Ps) Ax,ds, (2.8) 
0 


在 (2.8) 的 右 端 ， 被 积 函 数 在 有 界 区 间 上 一 致 收敛 到 T(s)3。 
因此 在 (2.8) 中 让 n> 得 到 


Tx- “=| T(s)yds, i (2.9) 
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用 > BR (2.9) 且 让 上 4 0， 由 定理 2.4(2) 我 们 得 到 
xEDC4) 和 Ax=y, | 
.定理 2.6 设 TG) 和 5C) 是 有 界线 性 算 子 的 C, +R, 
其 无 穷 小 生成 元 分 别 是 4 MIB, MR 4= B， 则 TH =5(4) 
对 1>0 成 立 。 _ 
证 明 ik xED(4) =D(B)。 从 定理 2,4(c) 易 知 函 数 
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s>T a= 5s)S(s)x 是 可 微 的 ， 并 且 

TOSC)x= — AT t= Ss)SC)xX+T(i- s)BS(s)x 

=~Td-sAS(s)x+T te 8) BS (s)x= 0, 

Ath so 2 G@= sjS¢s)x 是 常 值 ， 特 别 它 在 5=0 和 s=t 的 
值 是 相等 的 。 即 CQ)x= SCs)x。 这 对 每 一 xED(C4) 都 成 立 。 
并 且 因 为 由 推论 2.5 知 D(4) 在 X PHRMTO, SORA 
界 的 ， 所 以 对 每 一 xEX, T(t)x = SCDx。 

如 果 A 是 Cy 半 群 的 无 究 小 生成 元 ， TN YF 论 2.5 知 
DA) =X, LiKE, RTA BTW Biter. 

定理 207 BARC RTO 的 无 穷 小 生成 元 。 如 


果 DCA") BE A 的 定义 域 ， mil Dea" 在 X 中 稠密 。 
TA 命 D 是 所 有 在 (0，co) 中 具有 紧 支 集 的 无 穷 可 微 
复 值 函数 的 集合 。 对 xEX 和 PED 命 
y= x(9) = {oot oad: (2.10) 
如 果 h>0, 则 


一: y= AL corres rT ds 
0 


= 上 Lrg(s-hy= pT xds, C2.11) 


在 (2.11) 的 右 端 ， 当 hy 0 时 ， 被 积 函数 在 50， ceo) 上 一 致 收 
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RE] -pP OTO, Alb y EDANE. 


Ay = lim T-I , -fv (s) T (s) xds, 
kRO h 0 
BR, MR OCD, BA 0K 2 阶 导数 gm WE DH, 


n=1, 2, =. ARS A RESRNG VEDA, 


Ag=<~ TD [ony Txds, n=1, 2, tery 
0 
因此 vef |DA. @Y={x@), EX, CD), 显然 了 


是 一 个 线性 流 形 。 从 我 们 已 证 明 的 知 VCC] DC4)。 为 了 


nel 


结束 证 明 ， 我 们 指出 Y 在 X 中 稠密 。 事 实 上， 如 了 在 艺 中 
不 稠密 ， 则 由 Hahn-Banach 定理 存在 iz R x*CX*, 
x*20 使 得 x*(y) = 0， 对 一 切 JE 了 7。 因此 


ik (syx*® (T'(s)x) ds = (Po Ts) xds) =0 (2.12) 
6 0 ' 


对 一 切 xEX, PED 成立。 由 此 推出 对 xEX， 连 续 函数 
s—>x*(T(s)x) 在 [0，co〉 上 必须 便 为 零 。 否 则 可 以 选取 
PED 使 得 (2。.12) 的 左 端 不 为 零 。 因 而 特别 地 ， 对 ;=0，。， 有 
X#(X) = 0。 这 对 一 切 LEX 成 立 。 所 以 xe= 0， 这 和 x* 的 
选择 相 矛 盾 。 

我 们 以 定 豫 2。.4 的 一 个 简单 应 莉 来 结束 本 节 。 

引 理 2,8 设 4 是 Co 半 群 TQ) 的 无 穷 小 生成 元 ,TC) 
WERITOMM, t20, MR xC DAs’, M 


‘10 


Ax] < 4M2] Ax -xli (2.13) 
证 明 由 (2,6) 容 易 验 证 对 xED(42， 有 


i 
T(t)x-—x=tAx +f (t =T (s) Axds, 
:ds0 > 


wm 


因此 
t 
Axir iT ex] + ixl +27 | G- s) ||P (s) Axllds 
0 


M 


< ja x || + ——-||A*x/], (2.14) 


这 里 我 们 用 了 M>1 (A! TO) =1) 。 如 果 42x=0， 则 
(2.14) 推 出 4x=0 E (2.13) 成 立 。 如 果 42xs0， 我 们 以 
t= 2x A2] -12 代入 (2.14)， 则 (2.13) 成 立 。 
例 2.9 设 XY 是 (~ cc，co) 上 一 致 有 界 连续 函数 具 上 确 
界 范 数 的 Banach 空间 。 对 于 JEX 我 们 定义 
(TAG) =fa+y 


容易 验证 TORBEIT@||<1, t>0 的 C6 HR, TORK 
无 穷 小 生成 元 定义 在 D(A= (1: FEX, V 存在 VEX} 
上 ， 且 CAN(D=f' 6s), FEDA) H3 2.8 我 们 得 到 
Landau 不 等 式 
(sup |f/ (3) |)?<4(supj 7” (5 |) Csup | f(s) |), (2.15) 
REARS C- œ, œ) 土 。 例 2. 9 可 以 容易 地 移植 到 
= 严 (- co, CO), L<p<oonf iE 
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$1.3 Hille-Yosida 定理 


RTOR Co 半 群 ， 由 定理 2。2 存 在 常数 2 之 0 和 MP1, 
ETOS Me, i—i t> 成 立 。 如 果 O=0, RIO 
是 一 致 育 界 的 ， 而 且 如 果 M=1, KTR Co iii 
本 节 研 究 Cy 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特征 。 我 们 将 给 
关于 一 个 算 了 子 4 的 预 解 式 的 性 态 的 条 件 ， 它 对 于 4 是 一 个 
C, 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 是 必要 和 充分 的 。 

让 我 们 回忆 一 下 ， 如 果 4 是 X 中 的 一 个 线性 算 巴 (不 
必 是 有 界 的 )， 那 么 4 OTHER ORE M-A WM, E 
QI- 4)" 是 X 中 的 有 界线 性 算 子 的 一 切 复数 入 的 集合 。 有 
界线 性 算 子 族 RO， 4) = QI~A)"!, ACPC), RA A RI 
预 解 式 。 

定理 3.1 《Hille-Yosida) 一 个 线性 (无 界 ) 算 子 4 是 
C 收缩 半 群 了 (Gt)，i 宇 0 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 

(i) ARAK, HDG) =X, 

Gi) A 的 预 解 集 pC(4) 包 含 R+， 且 对 每 一 >>0 


[RAs AI <4, (3.1) 


定理 3.1 的 证 明 ( 必 要 性 )。 若 4 是 一 个 Co 半 群 的 无 穷 


小 生成 元 ， 则 由 推论 2。5， ARS, E DA) =X, XF 
A>O 和 XEZX， 命 


及 (7)X = [eT ora, (342) 
. 0 
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因为 Ts 是 连续 和 一 致 有 界 的 ， 作 为 一 个 反常 
Riemann 积分 ， 上 述 积 分 是 存在 的 且 定义 一 个 有 界线 性 算 
子 RO)， 满 足 


IRo e Told < ixil (3.3) 


WEA h>o, 


aoe 一 了 TRO) = i e8tTathx-TMxadt 


ot 1 f elk k 
-2+ f eT G) xdt — euf eT (t)xdt , 
h 0 > h 0 


(3.4) 


MAO, 3-4) HARES] NAROA- x, IEMA 
每 一 yxEX 和 ADO, RO)XE D(A ARO) =ARO)-I, 或 

CI- ARO) =I. (3.5) 
对 于 xE DCA, BRINE 


RQ)Ax= fe eH Ax a=fe -AT (t) xdi 
=A(!l eT @xdt)=4ARA)x (3.6) 
0 ) 


这 里 我 们 用 了 定理 2.4(c》 MA 的 闭 性 。 由 (3.5) 和 (3。6) 
得 到 
RO) O01 4)x=x， 对 于 xED(4) 成 立 。 (3.7) 
因此 RCO) 是 ML- 4 的 道 ， 它 对 一 切 A> 存在 ， 并 且 满 足 所 
13 


期 望 的 估计 (3.1)， 因 此 条 件 ( i ) 和 (Gii) 是 必要 的 。 
为 了 证 明 条 件 (i 和 (这 对 于 4 是 一 个 Co ie ae 
无 穷 小 生成 元 是 充分 的 ， 我 们 需要 一 些 引 理 。 
引 理 3.2 设 4 满 足 定理 条 件 ( 1 ) 和 G, Xt RA, 
A= (MT- 4A) 1。 则 
lim LRO; A)x=x， 对 于 XE X 成 立 。 (3.8) 


证 明 首先 设 XE D(A), W 
ARO; Ayx- xij =] ARA; Ax] = 


IRQs A) Axl] 
< 六 Ax| 一 0， 当 一 oo 时 。 


但 是 D(A) ZEXH AAR ARCs Als. AI ARG, Ax 
一 X， 当 和 一 co 时 ， 对 一 切 xC XR, 
我 们 现在 对 每 一 *>>0， 定 义 4 的 Yosida I 近 如 下 
A,=\ARQ; A =R, A-M (3.9) 
在 下 述 意义 下 ，4; 是 4 的 一 个 通 近 。 
引 理 3.3 设 4 满足 定理 的 条 件 ( 1) 和 (ii) o ME A, 
是 4 的 Yosida Hit, W 
lim 4ix= 4x， 对 于 xED(4) 成 立 。 (3.10) 


证 明 对 于 xEDC4)， 由 引 理 3.2 和 4, 的 定义 有 
lim A,x=lim ARQ; A)Ax= 4x。 
Jove i> 


引 理 3.64 it 4 满足 定理 3。1 的 条 件 (i ) 和 (ii)。 如 果 
Ağ AW Yosida Go, M 4, 是 一 个 一 致 连续 收缩 半 群 
e4 的 无 穷 小 生成 元 。 而 和 县 对 一 切 xEX, 1, 1> 0， 我 们 有 

leux ~esxl| SHAx— Axli Guth 
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证 明 (3.9), BR A, 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， At A, 
Fe —T ARB TS BCE SER eM 的 无 穷 小 生成 元 
Ct Hile2), ME. 
llet] = en [fem ae A] 
<ete RAI, (3.12) 
所 以 eo 是 一 个 收缩 半 群 。 显 然 由 定义 知 6%4，e%，44 HA, 
可 互相 交换 。 因 此 


ol 
leti x tta xl = if fa Cet enr x) ds|| 
9 aS 


1 
<f ijeta ed4 Ax = Ax) ids <t] Ax- Axl] 
0 


定理 3.1 的 证 明 (充分 性 》 设 EDA), W 
jeta x— ea x || <t||A,x—- Ax] 
<t\|A,x 一 4Axj +t Ax-~ A,x]], (3.13) 


由 (3.13) 和 引 理 3,3 对 LEDAJ ex 当 h->oo 时 收敛 ， 
且 在 有 界 区 闻 上 收敛 是 一 致 的 。 因 为 D(A EX 中 稠密 和 
Jelsi, BA ' 

lim <“ X%= 工 (DX， 对 一 切 XEX 成 立 。 (3.14) 


(3.24) 中 的 极限 又 重新 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 ， 由 (3.+4) 易 
知 极限 TORRE, TO= RITOKW<1. HEE 
为 连续 函数 toe’: x ABR, tT) xh 1S ON BE 
续 的 。 因 此 TG》 是 XX 上 的 一 个 Co 收缩 半 群 。 为 了 结束 证 
明 ， 我 们 将 指出 A 是 TQ) 的 无 穷 小 生成 元 。 设 xED(4)， 
则 岂 (3。,14) 和 定理 2.4 我 们 有 
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t 
T(x- x= limes x- x) = tim | e^ A,xds 
ane 0 


A 


-Í T(s)Axds, (3.15) 
0 


最 后 的 等 式 由 e4 Ax 在 有 界 区 闻 上 一 致 收敛 到 了 (iD Ax 得 
出 。 设 了 是 TO 的 无 穷 小 生成 元 ,， xED(4)。 用 t>0 除 
(3.15)， 并 让 ty 0， 我 们 得 到 LEDD) 和 Bx= 4x。 因 此 
BDA, AA B Æ THO 的 无 穷 小 生成 元 ， 由 必要 条 件 知 
1Ep(B)， 另 一 方面 ， 我 们 假设 (假设 (iij)》1 Ep(4)。 由 于 
BDA, (1- B)D(4)=U-A)D(A =X 推出 DCD = 
(i-B)!X=D(A), 所 以 4=B, 

现在 我 们 陈述 定理 3.1 和 其 证 明 包 售 的 一 些 简单 推 伦 。 

推论 3.5 设 4 是 Co KAFR TO 的 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 A, 是 A 的 Yosida GBR, M) 

T(x= lim cr XxX， 对 于 XX 成 立 。 (3.16) 

证 明 由 定理 3.1 的 证 明 ，(3.16) 的 右 端 定义 了 一 个 Co 
收缩 半 群 SG)， 其 无 穷 小 生成 元 是 4。 于 是 从 定理 2.6 得 
Pt) =S@), 

推论 8-6 设 4 是 Co KARTO 的 无 穷 小 生成 元 。 
则 4 的 预 解 集 包含 开 的 右 半 平面 ， E p(4) 汪 人 Reh>0}, 
且 对 这 样 的 人 有 


IRQs Dls- (3.17) 


Re ‘Reh * 
证 明 当 》 满足 RADO 时 ， 可 以 定义 算 子 ROS 
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G eTO, EER 的 必要 性 的 证 明 中 已 指出 RO) = 


0 
QI- 4)-!， 因 此 pC4) 二 作 ，ReX>0}。RO) 的 估计 式 (3.17) 
是 显然 的 。 

下 面 的 例子 表明 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 预 解 集 
不 一 定 包含 比 开 右 半 平面 更 太 的 集合 。 

例 3.7 设 和 =8LIC，co)， 即 [0，co) 上 一 切 有 界 的 
一 致 连续 函数 的 空间 。 定 义 

THF (s) = Ft +s) (3.18) 


TQ) BX 上 一 个 Co 收缩 半 群 。 其 无 穷 小 生成 元 4 由 下 式 
给 出 ， 


D(A) = {f, J’ EX} (3.19) 
和 对 于 JED(4)， 
CAND (CS) = F/G), (3.20) 


HESS OR IMPCADA, RA>O}, HEBER, TH 
E Q- Ap, =0 有 非 平凡 解 OG) =e", WR Reh<0, m 
p, EX, KE a FEA oh, 

ETOR Co。 半 群 满足 HO 有 <e”( 对 于 某 个 w 志 0)，。 
考虑 SQ) ae "TO, BR SMEA Co MEH. MR 
4 是 了 (4) 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 4- of 是 5Q) 的 无 穷 小 生成 
元 。 另 一 方面 ， 如 果 4 是 C 收缩 半 群 SO 的 无 穷 小 生成 元 ， 
则 Atol BWEITO <ce" 的 Co PR TO 的 无 穷 小 生 
成 元 。 实 际 上 TO= SG)。 这 些 注 记 引导 我 们 给 出 满足 
ITOS 的 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特征 。 

推论 3.8 RAT 4 是 一 个 满足 上 (1 和 e” 的 Co 半 
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群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 

(i) AAW, BH DD =X, 

Gi) AR TRE 0(4) 包 含 射线 { Im =0, 1>0}, 
且 对 这 样 的 有 


IRO Dli. (3.24) 


-0 


我 们 以 一 个 经 常用 于 证 明 一 个 给 定 的 算 子 4 满足 
Hille-Yosida 定 理 (定理 3.1) 的 充分 条 件 ， 因 而 它 是 Co 
收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 结果 来 结束 本 节 。 

it X Æ Banach 空间 ，X* 是 其 对 偶 。 我 们 以 《Xx*，Xx)》 
Be <x, x") 表示 x*EX* 在 xEX 的 值 。 设 4 是 X 中 一 个 
线性 算 子 ， 其 数值 域 SC4) 是 集合 

S(A) = {Cx*, Ax): xEDCA), llxl|=1, 
x* EX, x ]p=1, ¢x*, x>=1}, (3.22) 

定理 3.9 设 4 是 一 个 闭 线 性 算 子 ， 其 定义 域 D64) 在 X 
hes, HSA) 是 4 的 数值 R, EIES 在 C 中 的 
补 。 如 果 AEZ, 则 M-A 是 一 对 一 的 ， 且 有 闭 值 域 。 此 外 ， 
如 果 Jp 是 满足 pC(4) 门 如 后 $ 的 了 的 一 个 分 支 ， 则 4 的 谱 
包含 于 及 的 补 So, E 

RQ ON<—— (3.23), 
dQ, SCI) 
这 里 dQ, SCA)) 是 到 SCA) 的 距离 。 

证 明 NEY, WE XE €A, al = 二 sE XH 

lx*|=.1 和 <x*, x>= 1, 那么 
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Od SCIA- (x, Axy] 
=|<x#*, Ax- Ax) | <|ìx- Axl], (3.24) 
At M- 4 是 一 对 一 的 ， 且 有 团 值 域 。 而 且 如 果 WE), 

Wl) (3.24) He Hy (3.23), 并且 

dO, SAD SIRO, A| (3.25) 
AP TEI 2, 是 一 个 与 4 的 预 解 集 p(4) 有 非 
ZZR 2 分 支 ， 则 c(C4) 三 So。 为 此 考虑 集 合 ADN. 
显然 这 个 集合 在 2 中 是 开 的 。 但 该 集 在 Z 中 也 是 闭 的 。 因 
为 MELAD SZ) 和 A, EL, 导致 对 充分 大 的 并 有 


dh, 8 SA) > Faas S(A))>0, 因此 对 充分 大 的 2, 


由 (3.25) 位 于 中 心 在 h%， 半 径 小 于 |RCG,， AD|| 的 球 中 ， 
丰 此 推出 EpC(4)。 从 而 pCO £2, 中 是 闭 的 。 所 以 
H 20 的 连通 性 知 PC(4)[ 120= 20 或 者 PCA RA, KENT 
0(4) 忆 5。 证 毕 。 


$1.4 Lumer-Phillips 定理 


在 前 一 节 中 我 们 看 到 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 
Hille-Yosida 特征 。 在 本 段 中 我 们 将 看 到 这 种 无 穷 小 生成 元 
的 一 个 不 同 的 特征 。 为 了 叙述 和 证 明 该 结果 ， 我 们 需要 做 些 
准备 工作 。 

设 X 是 一 个 Banach 空 间 ，X* 是 其 对 偶 。 我 们 以 《x*，*》 
R, ORE xPE XE xEX 的 信 。 对 于 每 个 XEX， 我 
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们 定义 对 偶 集 F(x) OXON FP, 
P(x) = {x¥, x¥EX*, Fx, x)= [lx]? = h, 
l (4.1) 
对 每 一 x EX， 由 Hahn-Banach 定理 知 F(x) xo, 
定义 4.1 一 个 线性 算 子 4 称 为 耗 散 的 ， 如 果 对 于 每 一 
XE DCA), FTE x*EF(x)， 使 得 ReCAx，x*) 志 0。 
耗 散 算 子 的 一 个 有 用 的 特征 给 出 如 下 
定理 4.2 一 个 线性 算 子 4 是 耗 散 的 当 且 仅 当 
QI- Axi S$—-D XE DCADAI A> 0 成 立 。 
| (4.2) 
证 明 ART, A>0H xe D(A), MR x* CFC) 
AIRE Ax, x*><0, Fi] . 
[x= Ax] e x> x= Ax, x®)| 
SRe(he— Ax, x*) SA] x], 
由 此 即 知 (4.2) 成 立 。 反 之 ， 设 xEDC4)， 和 MIx|| 志 内 x 一 Axl] 
对 一 切 》>0 Ran, Æ YEPFQOx~ Ax) 和 z,*=9,*/|ly,*|l, 
WN tz" || = 1 和 
A|x|i<phx- Axl] = x= Ax, z,™) 
=)Re{x, Z,*) 一 Re¢.Ax,2,*><h\|x|] 一 Re{ Ax, z,*) 
对 一 切 和 >0 成 立 。 因 此 


RAK, Z*)<0, H Re(x，28?>|xll 一 于 14xl， 


` (4.3) 
因为 X* 的 总 位 球 在 X* 的 弱 *# 拓 扑 下 是 紧 的 ， 所 以 当 入 -co 
时 ， 网 Ltg 弱 * 聚 点 z# EXx#，||2#||<1。 由 《〈4.3) 得 
RecAx, z*)<0 和 Re(x, z*)Sl|x||, (A Re(x, 7*)<| <x, 
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z#》| < 委 |xl， 所 以 《〈x，z#> = [|x], $ x* = |x 我 们 有 
x* CF(x)fl Re( Ax, x*><0, FENT xGD(4)， 存 
在 X*CF(x)y 使 得 Re Ax, x*)<0, AMAR HAH. 

定理 463 (Lumer-Phillips) 724 2X 中 具有 稠 定义 域 
的 线性 算 子 

(2) WRA BROWN, HAE 和 o> 0， 使 得 I-A 
ER ROAI- AB X, W 4 是 一 个 XX 上 Ce 收缩 半 群 的 无 
穷 小 生成 元 。 

(b+) 如 果 4 是 与 上 一 个 C 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 
则 对 一 切 A>0, ROI- 4) = 和 ， 且 4 是 耗 获 的 。 此 外 ， 对 每 
一 xED(A) PME — x*C F(X), A ReKAx, x*) <6, 

证 明 设 和 >>0， 由 定理 4,2，4 的 耗 散人 性 推出 

jix- Axl 之 和 x， 对 一 切 和 >0 和 xe DCA) RIT. 
(4.4) 

因为 RAI- 4) = 和 ， 由 (4.4)， 当 =h WAG- 4D 
是 有 界线 性 算 子 ， 因 此 是 闭 的 ， 由 此 l-4 是 闭 的 ， 故 4 
也 是 闭 的 。 如 果 对 每 一 ;>0， 有 ROI-A =X, MH., 
p(A) 2, MIRO; A<., JA m ey Hille-Yosida 
定理 知 4 是 世上 一 个 Cy 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

HT ERORE, MPT RRB WA I>, # 
RQI-A)=X, SBR 

入 =: 0<h<oo 和 RAL- A) =X}, 

HELE A, (4-4), ERCA). AA 04) 是 开 的 ， 所 以 存 
在 和 的 一 个 在 pC(4) 中 的 邻 域 。 这 个 邻 域 和 实 轴 的 交 显然 在 
人 人 中， 因此 人 是 开 的 。 另 一 方面 ， 设 MEA, h>. XF 
于 每 一 EX， 存 在 VEDA, 使 得 | 
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A Xa — AX, = Y (4.5) 
由 (4.4)， 存 在 常数 C>0, EESAC Me 
和 sx 一 Enl © Mha En Kn) — AX Xl 
= Ap hn XECE An Anlo (4.6) 
Hx EA Cauchy 序列 。 设 x 一 xX。 则 由 (4.5) AX,> 
%x~y。 因 为 AB, 所 以 EDC), H )x- Ax=y. 
因此 ROI ~ 4) = 和 和 GE 和 人 。 由 此 和 在 (0，c) 中 也 是 闭 的 。 
且 因为 由 假设 MEA, Ab, 所 以 人 = (0，co)。 这 就 
完成 了 (2) 的 证 明 、 
如 果 4 是 和 上 一 个 Cy 收缩 半 群 TGQ) 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 
由 Hille-Yosida 定 理 知 p(4) 之 (0，ce)， 因 此 RAT- A) =X 
对 一 切 人 > Omar, WH, WAXED), **CFC), W 
| <T x, x*>| <| Tx] + psix] 
因此 
~ Re(T (Dx—x, x*>= Re(T Ox, x*>— xj <0, 
(4.7) 
用 t>0 除 (4.7)， 并 让 ty0 得 : 
Re( Ax, x* <0, (4.8) 
这 对 一 切 XEF(x) 成 立 ， 从 而 完成 了 证 崩 。 
推论 4.4 设 4 是 一 个 匈 密 定义 的 闲 线 性 算 子 。 如 果 4 
和 4# 都 是 耗 散 的 ， 则 4 是 X 上 一 个 C。 收缩 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 。 
证 明 ”由 定理 4,3(0) 这 只 须 证 明 RG-A)=X, AAA 
是 耗 散 的 和 闭 的 ， 所 以 RI- A 是 天 的 一 个 闭 子 空间 。 如 
果 RG- AX, WE x*EX#*，。 xz0， 使 得 O, x 
-Ax) =0， xED(4)。 由 此 推出 x*- 49x#=0。 因 A* 
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也 是 耗 散 的 ， 由 定理 4.2 知 t= 0。 这 与 RET. 

我 们 以 耗 散 算 子 的 一 些 狂 质 来 结束 本 芝 。 

定理 4.5 设 4 是 X 中 的 耗 获 算 子 E 

(2) 如 果 对 某 >00, ROJ- 4)=X， 则 对 一 切 人 >0， 
有 ROI- 4) =X, 

(b) 如果 4 是 可 闭 的 ， 则 4 Oe 4 也 是 耗 散 的 。 

(c) 如 果 DC) =X， 则 4 是 可 闭 的 。 

TA 结论 (4) 在 定理 4.3(4) 中 已 被 证 明 。 为 了 证 明 (b)。 
设 *ED(C4)，y= Ax。 则 存在 一 个 序列 {X} XEDA), 
使 得 Xx,->x 和 Ax,cy=Ax, 对 于 %>0, 由 定理 4。62 得 
jx AX EA UE 2 一 co 我 们 有 

Ax- 4x| 三 jxll， 对 于 10 成 立 。 (409) 


因为 对 每 一 xEDCA) (4.9) pete, HEM 4.2, ABH 
为 了 证 明 (c)。 设 4 不 是 可 闭 的 ， 则 存在 Fx}, 得 
XEDA), x90 和 Ary 且 | 圳 =1。 由 定理 4.2 对 每 一 
t>0 和 xEDA) , 
| CX +271x,) ~ tA(x HEIS S ll HE alla 

让 noo, MH t->0 lx- yl Sxl, W—-W XED(4) 成 
立 。 但 因 D(4) 在 入 中 稠密 ， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 4 是 可 
闭 的 。 

定理 4.6 BA BMH, BH ROU 4) =X。 如 果 和 是 
AW, MDC) =X, 

证 明 设 x*CX*E Re CDA) 有 《x% x) =0, 
我 们 证 明 -x*=0, Ay RG- 4) =X， 这 只 须 证 明 对 每 一 
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xED(A), 《xi x— Ax) =0 SE HE xX E D(A), (x*, 
Ax)=0, & XEDD ， 则 由 定理 4.504) 存在 Xw 使 得 


x= xm EAr AX, = nGy~ x) EDA), % EDA) 和 
4x= Ax,~ 1 Apr, 或 Ax,=( I-14 YA, RER 4.28 
‘ “Ae ,因此 |4xill<l4xll。 又 因 xa- xl 


La i < 1 Axl, 故 gex || Ax, I<C. fx 2H 


反 的 ， 故 存在 Ax, 的 子 序列 Ae, BE 4x, 一 x( 弱 ) 。 由 


4 的 闭 性 〈 见 定理 4.3(C)) 知 3= 4x。 最 后 ， 因 为 对 每 一 
ZEDA), (x*, 2=0, RE 
' x Ax >= nCX*, x, ~ x)= 0 (4.10) 
a s 


在 (4.10) 中 让 neo 得 (x#，4xX》 = 0。 这 对 一 切 xED(4) 
成 立 ， 所 以 x*=0 和 D(C4) =X, 

下 面 的 例子 说 明定 理 4.6 WHEN Banach 空间 不 成 
立 。 

例 4.7 设 X=C([0，1]) 是 L0, 匡 上 的 连续 函数 具 上 确 
界 范 数 的 空间 。 设 D(A) ={u; ECIC0，1]) 且 u(0) = 0}, 
对 于 EDA), 4z= ~u/。 对 每 一 IEX MASI, 方程 
hu~ 4 = 了 有 一 解 z WP: 


ux) = | eG) fCE) dE (4.11) 
， 0 . 


这 表明 RQI~ 4) =X、 由 (4。11) 也 得 
Aux) |< C= ee Aull, (4012) 


` 41D WAMMXCLO, 1 L PIR Allel] <u- Aul, 
因此 由 定理 4.2 知 4 是 耗 散 的 。 但 是 刀 (4) = {uy «CX E 
u(0)=0}4X=CCLO, 1. | 


$1.5 ”Co 半 群 的 无 窃 小 生成 元 的 特征 


在 前 面 两 节 中 我 们 给 出 了 两 个 C。 收 缩 半 群 的 无 穷 小 生 
成 元 的 特征 。 在 $1.3 节 的 末尾 我 们 看 到 这 些 特征 导出 了 满足 
ITOs 的 C。 有 界 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特征 。 
现在 我 们 推导 一 般 的 Cu 有 界 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特 
征 。 由 定理 2.2 对 这 种 半 群 存在 实 常数 M>1 和 w 使 得 
(Tw ||<Me", 1.3 节 末 尾 所 用 的 类 似 方法 我 们 指出 为 了 
在 一 般 情形 下 刻 划 无 穷 小 生成 元 的 特征 ， 只 须 刻 划 一 致 有 
RC, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特征 。 这 可 以 通过 对 Banach 
空间 重新 赋予 范 数 得 到 。 在 这 样 的 新 范 数 下 ， 一 致 有 界 Co 
半 群 变 成 一 个 Co 收缩 半 群 ， 然 后 引用 前 面 证 明 的 Co 收缩 半 
群 的 无 穷 小 生成 元 的 特征 即 可 。 

我 们 从 一 个 重新 赋 范 引 理 开 始 。 

O3 5.1 设 4 是 一 个 线性 算 子 ,P(4) 汪 (0，co)。 如 果 

MRA; ADSM, n=1, 2, =, \>0 (5.1) 

则 存在 X 上 的 一 个 范 数 1"1， 它 和 XX 上 的 原 有 范 数 等 价 ， 且 
满足 
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Ixi<|*]|<M|xl, FEXR 7 (5-2) 


和 四 
O ARQ, Ax(<|x|, MP xXEX FADO RE 
(5.3) 
证 明 设 &>0 和 
xla = suplla"R@s Axl (5.4) 
则 显然 x 
x< ails Mx] (5-5) 
和 
KRG; ASEL (5-6) 
我 们 指出 
ARO, Oll, HFIS 成 立 。 (5.7) 


事实 上 ， 如 果 y= RQ A)x,， 风 y= RO A+ (一 人 )2)， 
县 出 C3,6) 


las 二 lxla+( 1-4 Jioll 


因此 正如 所 要 求 的 $jgll, 志 ||xll, 。 从 (3,3) 和 (5.7) 得 
IRO; A)"x|<|MRGs Axl], 
<|[x\,, WT OASE 成 立 。 . G8) 
在 (5.8) 的 左 端 对 n> OR EARE] hsl, 对 于 0e 


成 立 。 最 后 我 们 定义 
|x] = lim |||, 。 O29) 


WSS) MGA Rar. ECHR 121 我 们 有 
IARC; Axs] » 
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证 & 一 co 得 (5.3)， 

引 理 5.1 是 和 以 下 评述 密切 相关 的 。 设 {3}，?7ET 是 一 
个 一 致 冯 界 的 可 交换 线性 算 子 族 。 则 在 X 上 存在 一 个 等 价 范 
数 ， 在 该 范 数 下 所 有 B, 都 是 收 颖 的 ， 当 且 仅 当 存 在 常数 M, 
使 得 

|B, Bo B, xsMIxl (5.10) 

WOT HARTE Y, Yo» oy WRZ BEL, WR, 
如 果 存 在 一 个 等 价 范 数 ， 则 5.10) 被 满足 。 另 一 方面 如 果 
(5。10) 被 满足 ， 我 们 定义 


|x] =supiiB, B, = B, xl (5.11) 


xB LR Piya Clase zs 集 ) 上 取 的 ， 且 | .| 
是 所 期 望 的 等 价 范 数 。 较 弱 的 条 件 
|| Brx||<M||x||, WM vel 和 7 之 0 成 立 。 (5.12) 
在 一 般 情形 下 对 于 保证 存在 等 价 范 数 ， 使 得 所 有 B, 在 该 
范 数 下 是 收缩 的 是 不 充分 的 。 在 T=R!+ 和 B,=RO; A), 
4 是 某 固定 的 线性 算 子 的 特殊 情形 ，. 上 述 引 理 指出 较 弱 的 条 
件 (5.12? 对 于 保证 存在 这 种 等 价 范 数 是 充分 的 。 
定理 52 ”线性 算 子 4 是 一 个 满足 17 (Dl|<M(M 之 1) 
的 Co 半 群 TD 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 
(i) 4 是 闭 的 ， 且 D(4) 在 X 中 是 称 密 的 。 
(ii) 4 的 预 解 集 pL AS Rt, E 
IRO; A)*\|<M/M, HFA>O, n=l, 2, Re 
(5413) 
证 明 UT) Banach 空间 X 上 的 Co HH, AB 
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其 无 穷 小 生成 元 ， 如 果 X 中 的 范 数 被 更 换 成 一 个 等 价 范 数 ， 
则 TO) 在 新 的 范 数 下 仍然 是 C。 半 群 。 同 时 ， 对 于 X 上 等 价 
范 数 的 引入 ， 无 穷 小 生成 元 4 不 会 改变 ， 它 是 闭 的 和 币 定 的 
事实 也 不 会 改变 。 这 些 均 为 拓扑 性 质 ， 它 们 不 依赖 于 X 所 具 
有 的 特殊 的 等 价 范 数 。 
设 4 是 满足 ITO) <M 的 Cy 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
定义 
1x 上 = supii T Cl (5.14) 


则 
lxli< |x| <M fal (5.15) 


因此 |-| 是 X 上 的 一 个 范 数 ， 且 与 X 上 原来 的 范 数 等 价 。 
而 且 


[Tx]! =sup||T (s) T(t) x|| <sup||7 (xli = |x| 
=0 >0 (5.16) 


和 T(t) 是 X 在 赋予 范 数 | .| 下 的 Co。 收缩 半 群 。 由 Hille- 
Yosida 定理 和 证 明 开 始 时 的 注 记 知 4 BANE MD 
并 且 RO; Ii, 10, AGH 015) AT (5-10) RT 
有 

RAs D'S RO, A's < |x| six] 
和 条 件 (i ) 和 (i 是 必需 的 。 

设 条 件 ( i ) 和 (i) 被 满足 。 由 引 理 5。1 存在 一 个 到 上 的 
范 数 | | 满足 (5.2) 和 (5。3)。 由 于 总 具有 这 个 范 数 时 ，4 是 
-AAAA ELAT, ADO, œ) 和 对 于 4D>0, 
IRO, |<, AGHE Hille-Yosida 定理 ，4 是 具有 这 种 
范 数 | .的 空间 X 中 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 回 到 原来 
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Wek, AMATO 的 无 穷 小 生成 元 ， 且 
WT t)x||<|T@)x| <|x|<M|}x|| 
因此 正如 所 需要 的 ，|| 了 GQ)1 志 履 。 于 是 条 件 (i ) 和 (Ci) 也 是 
充分 的 。 
MRE) AX 上 的 一 个 一 般 的 Co。 兴 群 ， 则 由 定理 2.2 
存在 常数 M1 和 oa， 使 得 
[TEM e” (5.17) 
考虑 Co PR SOAT, WMISOI<M BAR TOR 
无 穷 小 生成 元 ， 当 且 仅 当 4- of $ SORENE Eo 
由 这 些 注 记 和 定理 5,2 我 们 得 到 | 
定理 5,3 ”线性 算 子 4 是 一 个 满足 |T(D<Me” 的 C, 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 
(i) A 是 闭 的 ， 且 DP(4) 在 X 中 是 黎 密 的 ， 
Gi) 4 的 预 解 式 AORAR, o), H 


IRO; A's 


“2 Sy » WHrA>e, n=l, 2，… 成 立 。 


(5.18) 

注 8.4 每 一 个 大 于 4 MRR HARA 

同 估计 (5。18) 一 起 可 推出 每 一 满足 RA > o 的 复数 在 4 的 
DURES, E 


IROs AA < 一 所 


SRi vy? 对 于 >o, n=1,2, Re 


(5019) 
证 明 我 们 定义 


RCO)x= fe TG) xdt 
0 
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因为 [TO 二 Me*， 所 以 对 一 切 满足 Raoa aga, RAE 
可 定义 的 。 用 一 个 和 定理 3.1 的 证 明 完 全 柜 同 的 方法 可 得 
RO)= RG A), 为 了 证 明 (GS。.19)， 我 们 设 Re%>w%， 则 


d , d > y » 5 
——-R (i = 一 一 T = 一 ET j 
ai RG; A)X i fe (t)xdt jie (t) xdi 


通过 归纳 法 我 们 得 到 
d 


RQ; Ays Df re T@xdi, (5.20) 
w 0 | 


另 一 方面 ， 由 预 解 恒等式 
RG, A)-RG A)= (M4-N)ROA ARC; A) 
得 知 对 一 切 }Ep(A), ARO, A) 是 解析 的 ， 且 
d 


“a Rs A) = -RO A)? (5.21) 
再 通过 归纳 法 我 们 有 
TRO, D CIRO, A (5.22) 
比较 (5.202 和 (5。21) 得 
入 iae 一 1 * tt -4T ° cr 3 
ROs A= = f eT yxdt (5.23) 
;因此 “ a } i 
` n M ~ "-{pfor-Redje |i. 
[RO Aya <M f e |xjdt 
_ M 
= (Reh = wy" Hil. 
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我 们 通过 推广 推论 3,3 的 表达 公式 到 一 般 情 形 来 结束 本 
节 。 
ZH 565 设 4 是 X 上 Co 半 群 工 (D 的 无 穷 小 生成 元 ， 
A Æ Apy Yosida Wi, of 4=A4RGO A), I 
Tx = lim eax, (5.24) 


证 明 SNES RITO!<M 的 情形 。 在 定理 5,2 的 
WAHR, REX 上 给 出 了 一 个 和 X 中 原 有 范 数 外. | 等 价 的 
Ris, A 工人 在 该 范 数 下 是 一 个 C 收缩 半 群 。 由 推 
论 3。5 得 知 对 一 切 EX, homi M eax- TEx ti 0, 
FA Whe i EGF l, ARE C5024) 76 X haar, EITO 
<M 的 一 般 情形 ， 当 o< i, BITAITOU<M, At 
由 刚才 所 证 明 的 知 结果 成 立 。 镜 下 只 须 证 明 当 2>0 时 的 结 
果 。 设 O>0 YEE jena loo 时 是 有 界 的 。 事 实 上 


jetij = ETH le RG ADH <e- S MPIRGs A'l 
k=0 


Me -ot M e2” (5425) 

下 面 我 们 考虑 一 致 有 界 半 群 Sa) se"T@, REAVER 
元 是 4~ of。 从 证 明 的 前 一 部 分 我 们 有 

T(t)x slim edt x, WF XEX 成 立 。 (5.26) 


joe 
简单 计算 指出 
(4- wD tol = A + HO) 
这 里 
HA) = 2@I~ WW 42NRO +w; A) 
=@foR(A+@; A—2ARGO +w; Al 
容易 验证 [HQ)<26+ (20 +A"102?)M 和 对 于 EDA, 
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当 hoo 时， 1EGox|<MM-tColxl+2ol14xi)->0。 因 此 
当 >o 时 H0 对 于 每 一 XE 成立。 因为 : 
lee xl cre D HG], 
RHS 
lim ely = x, RAFRE XAT. (5.27) 


因为 HO)AA,.. 可 交换 ， 我 们 有 
e x- Dt) Ses a0 Tx] 
+ lesll » NesG-o)x— xi], (5。28) 
当 》 一 co 时 ， 由 (5。2 约 知 右 端 第 一 项 趋 于 零 ， 而 由 (3。25) 和 
《5.27) 知 第 二 项 趋 于 零 。 因 此 
lim e4 x= TEx, WF xEXRE 


证 毕 。 


$1.6 有 界 算 子 群 


定义 6.1 Banach 空 间 X 上 的 有 界线 性 算 子 的 单 参数 
族 TG)，- co<t<co， 称 为 Cu 有 界 算 子 群 ， 如 果 它 满足 
Ci) 了 工 (0)=T， 
Gi) Tt+s)=T@T(s) 对 于 - <t, s<% 成 立 ， 
ciii) lim Tayx=x 对 于 ;XX 成 立 。 


定义 6.2 一 个 群 工人 的 的 无 穷 小 生成 元 ARNAT: 


Ax = lim Toxxx 
iep t 


(6.1) 
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只 要 极限 存在 ，4. 的 定义 域 是 所 有 使 极限 (6.1T) 存在 的 元 素 
xcEX 的 集合 。 = 

ER (ol), t0 是 从 两 边 而 不 象 在 Co FRSE 
穷 小 生成 元 的 情形 仅 是 1->0+。 

设 工作 是 一 个 Co ARAT. BR, HEM, Ste 
HN, TGC, 有 界 算 子 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 是 4。 此 外 ， 
当 t>0 时 ，S (1) = 了 了 (一 力也 是 一 个 Co 有 界 算 子 半 群 ， 其 无 
穷 小 生成 元 是 4。 因 此 如 果 TOX 上 的 Ce BRATH, 
AM- A 两 者 都 是 Co 半 群 ， 分 别 记 为 了 y(t) ATO, $ 
无 穷 小 生成 元 。 反 之 ， 如 果 4 和 一 4 分 别 是 Co BH TLC) 
AT ( 妨 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 我 们 将 看 到 4 是 如 下 Co 群 的 无 
穷 小 生成 元 


t) 一 . 
T ŒO, H t<0 时 。 


定理 6.3 4 是 一 个 满足 |T()|<Me" 的 C ARAT 
群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 
Ci) 4 是 闭 的 和 DC) =X, 
Gi) 每 一 个 由 > 的 实数 》 在 4 的 预 解 集 2(4) 中 ， 
且 对 这 样 的 有 
IRO, AMC). = 0), 对 于 nat, 2，… 成 立 ， 
(6.3) 
证 明 条 件 的 必要 性 从 这 样 的 事实 推出 ，4 和 ~ 4 部 是 
满足 估计 | 了 CD1<Me* 的 Ce 有 界 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 
元 。 因 为 4 是 如 此 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 定 理 5,3 推 出 4 是 
His DD = 和 当 和 >w。 时 (6。3) 威 立 。 上 由 外 ， 因 为 ~4 
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亦 蚌 如 此 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 并 且 显 然 地 RG, -A= 
一 上 (一 ;4)， 因 此 ol 4) =~ o( AMO. F -A<-o 
成 立 。 于 是 条 件 (D 和 (ii) 是 必要 的 。 

如 果 条 件 和 ( 讶 成 立 ， 由 定理 5,3 知 几 和 -4 分 别 是 
C, Æ T, 和 Ta HEADER, MAIT OLS 
Mer, 显然 er 和 et 可 交换 ， 这 里 A, 是 4 p Yosida mE. 
并 且 记 定理 5.5，T 0Ox=lim c4 x ITE) x= lime x, 
HEFE T OMT OTZ. A oOO=TLOT_.©, W 
对 于 10, OD RTC, 有 界 算 子 半 群 ， 对 于 xED(- 作 
RITS 

OOXX =T) T,0)x-x +IT-0x -x 
t t t 


>Ax-Ax=0, % t} 0 时 。 (604) 
因此 对 x€ DCA) 有 w(t)x=x。 因 为 DAEX PRA 
w(t) 是 有 办 的 ， 我 们 有 oO =1, RET. =T 
定义 

T.a), 4 t>0 ff 
Ta ={ (665) 
T 0, 4 t<0 时 ， 


RTEA ETO SMe” 的 Co 有 界 算 子 群 。 因而 条 
件 人 中 和 (ii 是 充分 的 ， 证 毕 
引 理 6.4 ik TCD 是 一 个 Ci BRAT ER. 如 果 对 于 
每 一 t>0, TŒ “存在 且 是 一 个 有 界 算 子 ， 则 3(D =T 
是 Co GRATER, 其 无 穷 小 生成 元 是 - 一 4。 此 外 ， 如果 
Pt), $ t>0 时 
T(t) ON, 
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WU) RC, 有 界 算 子 群 。 
TER SOM FREER ALAN, AA 
Sa+sy=Tadts t= (THT)! 
FVO OREN ONON 
我 们 证 明 SORIRE E. WF soo, TO) 的 值 域 是 整个 
X. 设 xEX 和 >l, FE YEX 使 得 T(s)y=x。 于 是 对 于 
1<1 我 们 有 
[TŒ x- x= TO TOTE- yTy] 
=||Tis-Dy-Tosyj>0, 4 t] 0 时 。 
因此 Sc) 是 强 连续 的 ， 最 后 对 于 xEDC4) 有 
To Ix—x 


tim POA x =lim TH => 2 
itO t tO 


=lmi * 7. IKOLA 


tEO 


因此 一 4 是 T(t)-! 的 无 穷 小 生成 元 。 证 明 的 其 余部 份 是 显然 
的 。 、 

定理 65 设 工 ( 力 是 一 个 Co 有 界 算 子 半 群 。 如 果 对 
某 ty>0, OC o(T()), WH-W 过 0，0EpG GD)》， 且 
TQ) 能 被 模 入 到 一 个 Co 群 中 。 

证 明 由 于 引 理 6.4 只 须 证 明 对 一 切 t>0, OETH). 
因为 0Ep(TG0)， 所 以 对 一 切 n=, TO =T) 是 一 
对 一 的 。 设 TDx= 0。 选 取 使 得 {to>>t 有 TOt) = 
T(nty—t) T(t)x=0， 由 此 推 由 x=0。 因 此 对 一 切 t>0, 
了 人 是 一 对 一 的 。 其 次 我 们 证 明 对 一 切 t>0，R(TQ)) =X, 
对 于 t<to 这 是 显然 的 ， 因 为 由 灶 群 性 质 ， 阁 >h Ft, 
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= —Ax, 


RTM)DRTO)). WE th, a t= ktotty 其 中 Sh 
<ie MTO=Ta) Ta), BERE RTO) =X, BV 
对 一 切 > 0，T GD 是 一 对 一 的 且 RCO) =X, MHA 
象 定理 对 一 切 t>0 有 0EP(TQ)). 

定理 66 设 了 (是 一 个 Co 有 界 算 子 半 群 ， 如 果 对 某 
s>0, Tis) -l BEM, Wx i>0, TORN, 
并 且 TO RRRA E—A Ce BH, 

证 明 ”由 于 定理 6。5 只 须 证 明 Ty) 是 可 这 的 。 如 果 
Tis) REA, M 0Eo(T(Go))。 但 由 假设 IT(s) - 工 是 
紧 的 ， 因 此 0 是 了 (so)? 的 一 个 有 限量 的 特征 值 。 设 x 失 0 使 
得 了 (sx=0。 令 s= 55/2, Ty 工 (DT(SDX= 工 (SOX= 0。 
因而 0 是 TCs1) 的 特征 值 。 通 过 归纳 法 我 们 可 定义 一 个 序列 
540, (#0 是 TCD) 的 特征 值 。 设 NCTCH)) 是 工人 0 的 零 室 
间 ， 则 显然 NCTC) CNCTC)) 对 于 s<t 成 立 。 设 = 
NCT GDM(X: ixl=1 M O, 是 ZX 的 一 个 递 城 的 非 空 闭 子 
集 序 列 。 因 为 NCD Cs) 是 有 限 维 的 ， Qo 是 紧 的 ， 由 此 推出 


ose se aa 


[T Ga- xil = x=, ETD Sa 成 立 。 (6.6) 
但 当 nn->co 时 5 一 0， 因 此 (6.6) 和 了 C0) 的 强 连续 性 相 矛 盾 。 
由 此 矛盾 知 PCs) EAT. GEARS 


81.7 Laplace 变换 的 反 演 


算 子 半 群 理论 的 一 个 基本 问题 是 半 群 和 其 无 穷 小 生成 元 
36 


之 间 的 关系 。 给 定 一 个 半 群 TG)， 可 由 定义 得 到 它 的 无 穷 小 
生成 元 


Ax=lim OXA 
t30 í 


» EDA), 


一 个 得 到 4， 或 者 更 确切 地 说 4 的 预 解 式 的 不 同 的 方法 由 注 
5.4 给 出 。 在 那里 ， 我 们 已 指出 如果 TOSK”, M 


RO; 2x= [e T(tyxdt, HIXEX, RASORE. 

让 9 
、 (7.1) 
出 于 对 偏 人 微分 方程 的 应 用 考虑 ， 我 们 更 感 兴趣 由 其 无 穷 小 生 
成 元 获得 TO, HEHEH EDA, Tox 是 初 值 问题 


d 
-p T Au= 0, u(0) =x 


的 解 。 

本 节 和 下 一 节 将 集中 研究 用 其 无 穷 小 生成 元 表示 TO 
的 问题 。 完 成 这 项 工作 的 一 种 途径 已 经 在 定理 3.5 中 给 出 。 
这 里 我 们 将 采用 一 种 不 同 的 方法 。 如 果 TO 满足 ITO 
< Me":， 则 4 的 预 解 式 满足 (7.1) ， 即 4 的 预 解 式 是 半 群 
的 Laplace 变换 。 因 此 我 们 期 待 通过 对 4 的 预 解 式 的 赣 
Laplace 变换 得 到 半 群 工 (9。 这 就 是 本 节 所 要 作 的 。 我 们 
从 某 些 准备 知识 开始 。 

引 理 7.1 设 8 是 一 个 有 界线 性 算 子 。 如 果 Y> |B] 
则 


aha 去 ce! R; B)dh (7。2) 
t Y 


~io 
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(7.2) IER RATES, FALE tha REK 
上 一 致 的 。 
证 明 设 r>lBi Air 使 得 Yor>||Bl, it C, 是 中 
心 在 原点 羊 径 为 "的 园 。 对 于 11>” 我 们 有 


Rs 了 =S 了 7,3) 
k=0 


Mel 
这 里 级 数 依 一 致 算 子 拓扑 对 让 | >7 一 致 收复。 用 3%- R 
(7.3) 并 在 C 上 逐 项 积分 得 
ce= | RO BYA. (7.4) 
这 里 我 们 用 了 恒等式 


-k- tk 
Ay] whit a =, HF k=O, 1, 2, Rar. 


(7.25) 
AAC7.4 8) BR BBE C, 的 外 部 是 解析 的 ,而 且 | Rs B) 
<C, RMR Cauchy 定理 移动 积分 路 径 从 C, BB 
线 Rez=?。 

引 理 7.2 设 4 BM RITO|<Me" 的 Co 半 群 TO 
FAW MERIT. Rie 是 实数 ， 愉 oz 兰 0， 和 

A,=HAR(; A) =M2RC 4 一 和 (7-6) 

是 4 的 Yosida WU, WH FRADSO/M-ORN 


RA; Ay) = Q+ (al — 人 DR( hs A) (767) 
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=! 
IRO; ADI<M( R Reh- E) (7.8) 


对 于 Reet on/U@-o) 和 &>2u FERRAT MA € 
的 常数 C， 使 得 对 一 切 xe DCA) 


|RQs A ozl< Cx + Ax. (749) 


[A] 

证 明 用 和 XI- 水 从 右 或 从 左 乘 以 (7。7) 的 右 端 。 并 利用 
A 和 其 预 解 式 的 可 交换 人性， 可 得 到 恒等式 .因此 证 明了 (7.7)。 
为 了 证 明 (7.8) 我 们 注意 A, 是 sh 的 无 BERT, BR 


《5。25) 得 
ou 
w )}. 
由 此 用 定理 5.3 推 出 (7。8)。 最 后 对 于 Read > e+ wn/ (~ 0)， 


HA (768) HIRO, ANISM, mR xED(A) 和 >20, 
则 


[eM e 


[ál = aR, AAxx <2M Ax 


到 此 


IRG; A,)x\| =] x RO; Aydt 


| 


1 2M? a ay | 
<i i+ pax p Y< Gc + 49 


STR ?3 设 4 如 在 引 理 7,2 中 的 ， 和 =?+2j， 这 里 
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YroOt+e RAEE, 则 对 一 切 x€X, 我 们 有 
lim RO A)x= RO A)x (7.10) 


并 且 对 每 一 y>0, WREEF] Ss 是 一 致 的 。 

证 明 命 7= 队 /4d 和 ， 则 由 (7。7) 对 充分 大 的 4 有 

RO; A,) — RG; A) l 
= (+N EI -ARO A) -URA AD] 
= (BII - ARO; AYL COI- A) uI- A) 
em (4+) VI- AIRC, ARO; A) 
=UV- ARO; DLR; ARO; A) 
=(Uth)ARO, ARO; A), 


对 于 yow+e, 定理 3。3 推 出 上 CA OSME Be y>d, 
我 们 能 找到 7 和 仅 依 赖 于 & 的 ko W= yi [nl <y 


和 w>Ho 时 ， 有 Re 由/， +h)>0 +5, FANE ute, 


BAIA IRs AD||<2Me3, Benk CDA) 和 pug, 
我 们 有 


ERGs 40x-ROs Dxl rir EO Dl 


[RGs Dl = Azja EE ara 


并 且 对 于 xED(40，(7.10) 成 立 。 因 为 D(42) 在 X 中 稠密 
(EH 2.7) ， 且 因为 根据 引 理 7.2， 当 p>>%+62/s 时 ， 

IRO; ADI 对 于 Re\>>w +e 是 一 致 有 界 的 ， 并 且 因 为 根据 

TESIR ，4)| 亦 如 此 ， 所 以 C7.10) 对 于 xEX R Ire 
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定理 7.4 设 4 BB BIT O |< Me" 的 Co BH TOR 
无 穷 小 生成 元 。 又 设 y>max{0, o}, xE€D(A), Ry 


t ¥ + dco dh 
| Tox ds = Af et RO, Ay (7.11) 
0 zzi §,_,., | À 


并 且 右 端的 积分 在 + 的 有 界 区 间 上 关于 上 一致 收敛 。 
证 明 设 eS CH, >M. 使 
b4ak 
— 1 ff s 
Oa a RQ; A,)xdh, (7.12) 


在 (7.12) 的 两 端 从 0 到 积分 并 交换 积分 顺序 得 


t ö+ik 
_ 1 it dì 
| pods sai | RQ, Ax i 
1 &+ik dh 
- Af ROs Ax, (7413) 
oak 


让 k>, H37 AR Os) oe x 在 SIST 上 一 致 收 
% mE. 


ö+ik dh 
lim | Rois 40x-5 =0, (7014) 
tmo denik 


这 能 通过 RO Aye 在 路 径 T 上 的 积分 推出 ， 这 里 六 
由 Ti = (vein ~<a} MEA TP {yti - 5 


<y <7} 组 成 。 由 Cauchy 定理 围绕 D 的 积分 是 零 。 兴 


k> It, HIRO; 4 和 Co 对 于 | 和 | 之 6 成 立 知 沿 着 
TP 的 积分 趋 于 零 。 因 此 当 k-o 时 ， 在 《7。13) 中 取 极 限 
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toe 1 Sti | dh 
fi “ase oni Se RO Aye (7615) 


如 果 ?>>max{w，0}， 由 引 理 7.2 显 然 存在 由 > 0， 使 得 对 于 
BEM, fs Rad>Sy} co A) MRF EDA, 


IRG; A,yx1<S Cx] lA, (7416) 


iA | 


这 里 C 仅 依赖 于 My. ANT >k 我 们 能 将 (7.15) 
中 的 积分 路 径 从 Reh =6 移 到 Re% = 得 


t Y 十 ie 
s 1 ( pe dh 
| 一 xds = | e RCh; AX =e (7.17) 


Y 一 io 


由 (7.16)， 当 xED(4) 时 积分 


og. d 
J c” RY + in Al Faroe (7.18) 


一 2 


对 于 k 之 ho Et NARA LAK Mt xe DCA), 
积分 


” ， ， dn 
iz Rerin Dell za (7.19) 


FEtHARRA LRM, BAY 于 Rek>w， 我 们 有 
IRA, A)x|<C|A| "Cx +14xl)。 最 后 ， 应 用 定 理 5.5， 
当 p>co 时 ， 《7.17) 的 左边 村 然 收敛 到 上 Toas, 5— 
0 
方面 ， 由 引 理 7.3，(7.18) 和 (C7.19)，《7。17》 的 右 端 收敛 到 
《7.14) 的 右 端 ? 证 毕 。: 
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推论 7,5 KARMA O SMe” 的 Co PE TOR 
EIMERT. Rik ?> maxto， o，*EDC9， 则 
TCDx= 二 人 A RO, Ax, (7-20) 


yaio 


并 且 对 每 一 5>0, 积分 关于 + 在 4E[6，1/5] 上 一 致 收敛 。 
证 明 若 XE DCA, M} AXE D(A), 对 于 Ax 应 用 定 
理 7.4 得 


Tx- x={ T¢s) Ax ds 
0 


1 了 Tico ， 


Tei 


= Lf 
. 241 


Yriwo a 


+ (ra, Ax- Za, 


(7421) 


ar) _ eh xi x, 对 于 t> (7.22) 

a 22) 关 于 t 在 EELS, 1701ER, RE CDA 
(7.22) 得 (7。20) 。 

推论 7.6 设 4 是 满足 | (b| 委 Me WC BR TOW 

无 穷 小 生成 元 。 又 设 ?>>max{0、w}， 则 对 于 一 切 xEX 有 


t 1 Y+ico i a 
fe- s) T(sxds= zal. e RO; 


(7.423) 
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并 且 收 敛 关于 1 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 
证 明 从 0 到 t 积 分 (7。11) 我 们 得 到 


t t 
_ TCDxds= l. f 
fe s) TOs)xds al 
} 


_ 1 + £00 ， ah 
= 元 | ce -D RQ, Ax, 


Y tie 


e* RC A)x a ds 


he Ray Ayn fh = 0, 
因此 对 于 xED(4)，(7.23) 成 立 。 因 为 (7。23》 的 右 端 在 一 
致 算 子 拓扑 下 收敛 ， 所 以 定义 了 一 个 有 界线 性 AT. RA 
D(C4) 在 中 称 密 ， 从 而 C9。23) 对 一 切 XEX 成 立 。 

我 们 以 一 个 算 子 4 是 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 一 个 重要 
的 充分 条 件 〈 但 不 必要 ) 来 结束 本 节 。 对 比 定理 5,2 和 5。3 的 


R UFER 7。7 的 条 件 对 于 具体 的 例子 往往 是 更 容 易 验 


证 的 。 


定理 7,7 设 4 是 和 中 的 一 个 稠 定义 的 算 子 ， 并 且 满 足 


以 下 条 件 : 


Ci) ROSS, p(4y>2,= {ig jargi |< 2 


+3 bt}, 
Gi) 存在 常数 WM， 使 得 
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[RAs AISA, WF EZ, 二 0 成 立 。 (7.24) 


WA 是 一 个 Co 半 群 TCD 的 无 穷 小 生成 元 ， 且 对 于 某 常数 C， 
ITIC. 此 外 ， 


TW =| e RO Adh, (7.25) 
这 里 是 2, 中 的 一 条 从 coe” 到 coe’ 的 光滑 向 线 ， 这 里 
x 


也 <9< 子 +6， 积 分 (7.25) 对 过 RAFE S 
证 明 命 


= +- e Ru, Addu, © (7.26) 
“ r 


M (7624) BAM F 巡 >0，(720) 的 积分 依 一 致 算 子 拓扑 收 
Ke. Ube, AA RAs A) 在 3 中 是 解析 的 ， 我 们 可 以 移动 
(7.20 中 的 积分 路 径 到 ,而 不 改变 积分 售 , 这 里 
T=T UI: Ia BP, = {re ®, t Arce), Das (tle, 
— §<S¢<O}M Py= (re, t<r<o}, (E 


gh] Ras an <b] ere-a idr 
3 


| 2xi r 
= M ~ ent ds «<C, . 
ax sin( 0 2/2) s 
在 Pi 上 的 积分 可 类 似 估计 ， 且 在 T 上 我 们 有 
' 1 t P | M efor 9 - 
i a, e" R¢ws Adu B< < 世人 dosc, 
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因此 存在 常数 C， 使 得 上 (D1 和 <C 对 于 0<t<co 成 立 。 下 面 
我 们 指出 对 于 ,之 0， 有 


RO; Ay={ et Utydt, (7.27) 
0 


为 此 我 们 以 e 乘 (7.26) 并 从 0 到 工 积分 ， 再 用 Fubini 定 
理 和 残 数 定理 得 


-t -_1 l get- 
K Udi rhe DRU; Adu 


SRO; A)+_1 f ce-OrRC AD dp 
2m J, u—h 


(7.28) 
但 


f ere-a) ROS A) dy |< Mer | du | 
r wh | 了 有 和 你 一 攻 | 


->0， 当 Too 时 。 


因此 在 (7.28) 中 当 Toco 时 取 极 限 我 们 得 到 C7.27)。 泣 为 
IU OSC, 我 们 能 在 (7。 27) 中 的 积分 号 下 微分 ”~ 1 次 得 


人 pike A) =(-1)" f: t-e UC dt, 


0 


因为 由 (5,22) 


d- 
Zi 


我 们 得 到 
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RQ; A= CD-R; A)" 


x 


RO; ADM = | | t-e UC) dt | 


<C tit) ee d- C 
(n- 1)! J, A” 


, (729) 


因此 由 定理 5。7，4 是 一 个 满足 ITCD1<C 的 Co BR TO 
的 无 穷 小 生成 元 。 剩 下 只 须 证 明 (7.25)。 设 xCD(AD, Hh 
推论 7.3 得 


Tcx=- 直 | evRQ, A)xdh, (7.30). 


y į 


用 (7.24) 我 们 能 在 (7,30) 中 移动 积分 路 径 到 T， 因 此 ， 

Tapes 让 | e RAs A)xdi 一 l (7.31). 
对 一 切 xED(4?) 成 立 。 因 为 从 证 明 的 前 一 部 分 ， 积 分 
| RO, Add 依 一 致 算 子 拓扑 收 全 和 .DC42) 在 X hR 
《定理 2.7) ， 所 以 (7.31) 对 一 切 x EX 成 立 。 证 毕 。 


81.8 ”两 个 指数 公式 


正如 我 们 已 经 提 到 的 一 个 Co 半 群 工 (在 某 种 意义 下 等 

于 ec4 这 里 4 是 TQ) HERDER. WR 4 是 一 个 有 
界线 性 算 子 则 等 式 成 立 。 在 A 是 无 界 的 短 形 ， 定 理 5,5 给 出 
TITO “等 于 ”et 的 意 义 的 一 种 可 能 的 解释 。 在 本 段 中 我 
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们 再 给 两 个 这 类 结果 。 | 
定理 8.1 设 T(D 是 X 上 的 一 个 Co 半 群 。 如 果 


A(h)x = 


Tih)x-x 
“oo (8.1) 


则 对 一 切 x EX， 我 们 有 
T(xX= lim elie, (8.2) 
并 且 极 限 关 于 t 在 任何 有 界 区 间 [0，7T] 上 是 一 致 的 。 
证 明 RTH |<Me", HH o>l, ARTO 的 无 穷 
小 生成 元 。 因 为 对 每 一 h>0，A(h) 是 有 界 的 ， 所 以 es 是 
可 定义 的 。 而 且 由 于 AMMTOREK, OM TORN 
此 。 又 


o k 
a (A) -ià t |T Chk) li { t Oh 
(ease (Gp) get <i exp {$0} 
因此 对 于 0<h<1 有 


le < Me ， 
容易 验证 对 于 XEDA), eM Tye F s ATM, 
HE. 


d 
ds 


= — ACh) OT (s)x + ef AMAT (5) x 
= e-4T (s)(Ax— A(h) x), 
所 以 对 于 O<h<1 和 xEDA), RINE 


(ee-O4OT(S)xX) 


t 
AP ean = 相生 Toads 
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<f jec- 0|] 。 TCs © | Ax- Achyxiids 
0 


<1M2 e+ Ax — ACh) xl. (863) 


对 于 LEDA, (8-3) Pik N10 BG.2), AAO lm 
IPC) || BATE i 的 有 限 区 间 上 一 致 有 界 和 D(A) EX h a 
密 ， 所 以 (8。2) 对 一 切 成 立 。 

例 8.2 设 有 = BU(R)， WX BR 上 一 致 连续 有 界 函 
数 的 空间 。 设 

THN, Hh = oo <x <o 0<t<co。 
(8。4) 
则 -TCD) 是 Z 上 的 一 个 C。 收缩 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 4 具有 
定义 域 
D(4)= {fjEX,，f' FEBS’ EX} 

和 在 DAE, Asi. PIER 


fark) = =F) = (Ai (x) 


(ACA) (x) m SO 
易 验 证 


ADO = 4h 


= (5 Ji + mh) 
O =EN. 
ERTES., 我 们 得 到 


fœ +t) = lim ac Ae), (8.5) 
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在 (8。5) 中 极限 关于 x ER 上 和 关于 上 上 在 任何 有 限 区 间 上 一 
KHE. ARGE Taylor "公式 对 于 7 仅仅 是 连续 的 情 
形 的 推广 。 注 意 如 果 f 有 上 阶 连续 导数 ， 则 

lima Na) = IE. 


EH 83 GRAR) TORX 上 的 一 个 C6 ER, 
ABRTOMRA DERI, W 


TCD =lim ( I~ tA) x 


=lim SR GG ayy x, WE XX RY. 


《8。6) 
且 极 限 关于 上 在 任何 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 
证 明 假设 TDI<Me”*。 我 们 已 经 知道 对 于 RA>0, 
RG; OXT A 是 解析 的 ， 且 


RO, Axa | Tds, FLEX 成 立 。 8-7 
0 cod we ' 


在 (8.7) 中 对 》 微分 二 次 ， 做 代 换 =r 并 取 和 = 二 我 们 求 
得 
R(t, A ) >=(- 1t [cen Tra. 


但 $ F 
, RG, 4% =(-1)'WtRds D, 

因此 i 
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[se (2 AJ” = 2 eT arya 
注意 


ntl 


mf (ve~’)'dv=1, 


我 们 得 到 
[e 4)] =P 


= zE f Oey Tox- TCDxldy。 (8.8) 
i 0 


给 定 s 盖 0， 我 们 选取 0<e<<1<b<co 使 得 ECO, to lit 

上 TG)x~- 了 TQ)x| <e 对 于 ox<v<b 成 立 。 
然后 我 们 将 (8.8) 右 端 的 积分 分 成 在 区 间 [0，a4]，E4，b] 和 
[b，co] 上 的 三 个 积分 L, L, I. RITA 


Li< n+l 
I lS ni 


caem f Tw- T(t)xlldy, 
0 


“ n+] È 
le | (ve-') "dy <e, 


Hl mf oey Tr)x- Tx dy 


这 里 我 们 利用 了 ve’ SO ON7<1 上 单调 非 减 和 在 rv 二 1 
上 非 增 的 事实 。 而 且 因 为 当 ? 丰 1 时 Ye™'<e-!， 所 以 当 n->o0 
Bf, Hil XF EE[0，b0] 是 一 致 的 。 在 1 HER a> ot, - 


St 


我 们 看 到 在 1 的 估 计 中 的 积分 收敛 ， 而 且 当 n> 时 ， 
I 一 0 关于 iE50， 如 j 是 一 致 的 。 因 此 
lim sup [Ee (2, A y” x- T(x i <e 


ji 


AA >00 是 任意 的 我 们 有 


im [je (h ANY sao 


但 由 引 理 3.2 


lim ZR (5 A )e=x, 
ron Ë t 


所 以 (8.6) 成 立 。 

注 8.4 在 第 7 节 中 我 们 已 经 看 到 Te) 能 通过 对 无 穷 
小 生成 元 的 预 解 式 做 逆 Laplace 变换 而 得 到 。 定 理 8.3 也 给 
我 们 提供 了 一 个 Laplace 变换 的 反 演 ， 这 与 Post-Widder 
SCRA, Bp 


id) = lim <P (ky fo(£), 


密切 相关 ， 其 中 了 是 1 的 Laplace 变换 。 四 
注 8.5 公式 (8.6) 有 另 一 种 有 趣 的 解释 。 设 4 是 Co 半 
群 TC) 的 无 穷 小 生成 元 。 如 果 我 们 想 解 初 值 问题 


a = An, u(0) =x, (8.9) 
一 种 标准 的 做 法 是 以 下 式 
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(2 fae Ce 9! ) Au, (E), u,(0) =x 


on (8.10) 
RE (S09), 这 是 (8。9) 的 一 个 隐 式 差分 逼近 。 方程 (8。10) 能 
AA, FAR 


u(t) = ( I- £4) x 


Zao u(t) 是 (8。9》 的 解 在 t A, ES. 指出 当 
n>co 时 ，4(t) -> 了 (1)x。 从 我 们 已 知 的 结果 不 难 验 证 ， 如 果 
xED(4)， 则 THs 是 (8.9 的 唯一 解 。 因 此 差分 方程 
(8。10) 的 解 收敛 到 微分 方程 (8.9》 的 解 。 如 果 x¢ DCAD, 

则 (8.9〉 完 全 不 必 有 人 解 。 虽 然 如 此 ， 在 这 种 情形 差分 方程 
(8。10) 的 解 仍然 收 全 到 IT(Dx， 且 TOL 将 看 做 是 (8.10) 的 
一 个 广义 解 。 


$1.9 伪 预 解 式 


我 们 已 经 看 到 了 上 的 Co 半 群 的 元 穷 小 生成 元 的 特征 通 
常 是 用 4 的 预 解 式 的 条 件 来 刻 划 的 〈 如 见 定理 3.1 和 5.5) 。 
这 不 是 一 种 异常 的 情形 。 事 实 上， 在 X 上 无 界线 性 算 子 的 研 
究 中 处 理由 有 界线 性 算 子 组 成 的 它们 的 预 解 式 族 往往 是 更 方 
便 的 。 本 节 将 根据 其 主要 性 质 研究 一 个 算 于 4 的 预 解 式 族 的 
特征 。 

EAE 上 闭 的 和 稠 定义 的 算 子 ， B RA; = 
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(GT- 人 -1 BHRR WRU MA 是 在 4 的 预 解 集 PC4) 中 ， 
WT SR 
ROs AR; A= -RO ARM A), 
(9.1) 
这 个 人 恒等式 推动 我 们 引入 以 下 定义 。 ° 
定义 9.1 设 A 是 复 平面 的 一 个 子 集 。 一 个 XX 上 的 有 界 
REATI IO), MEA, HA A 上 的 一 个 伪 预 解 式 ， 若 
JO-I@) = U-DI REF A, BEA 成 立 ， 
(9.2) 
我 们 在 本 节 的 主要 目的 是 确定 存在 一 个 稠 定义 的 闭 线性 
算 子 4， 使 得 JO) BEN WER RD RA 
引 理 9-2 iza 是 C〈 复 平面 ) 的 一 个 子 集 。 如 果 JTJ) 
是 A 的 一 个 伪 预 解 式 ， 则 JOJO = FA., BS Al 
NJC)) 和 值 域 RCICO)) 不 依赖 于 EA。 且 NGOCG)) Æ X 
的 一 个 闭 子 空间 。 
证 明 09.2), BRIO ORF 4, hEA 可 换 。 
又 车 改写 (9.2) 成 以 下 形式 
J) =F) + @- DIO), 
RJIQ) ORV) 就 显然 了 ， 并 且 由 于 对 称 性 有 等 式 成 立 。 
类 似 地 NIOYD=NI@), m NOGQ)) 的 闭 性 是 明显 的 。 
定理 9.3 RAR CW-PTR JOA 上 的 一 个 
ABest. WIA) 是 唯一 的 笛 定 义 的 闭 线 性 算 子 4 的 预 解 
式 当 县 仅 当 NCIG)) = {0}， 且 ROMJE X RAR, 
证 明 ”显然 如 果 76) 是 一 个 筒 定义 的 闭 算 子 AW 预 解 
式 ， 我 们 有 N(CJGOD))= {0} 和 RIO) = DCd4) 在 和 中 稠密 。 
现 设 NJAH = {0} 和 RIO) EX HBB H NOUA) = 
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{0} FI 是 一 对 一 的 ， 设 EA ES | 
A= =I)", (9.3) 
则 算 子 4 显然 是 线性 的 ， 闭 的 和 DC4) =RCTCo) 在 X hA 
密 。 从 (9.3) 式 明显 地 有 
Q- A)I Go) = 了 (0) Qa- A) =I, . (9.4) 
因此 JQ) =ROys AD. WR AEA, Bl 
QI =~ AIO) = CA= ADI + ol ~— AD) IO) 
= ((h— Ag) 1 + Gol — AD) IO) I= CO — NTO 
= 14 (A= hy) LI (hg) -IA — = dg) T OITA) I 
=I, 
OMIA) GI- 4) =1, 因此 对 一 切入 EA 有 JG) = RO A), 
特别 地 ，4 不 依赖 于 ju 且 由 IO) 唯一 确定 。 
我 们 以 伪 预 解 式 是 预 解 式 的 两 个 有 用 的 充分 条 件 来 结束 
本 节 。 
定理 9.4 HAR 6 的 一 个 无 界 子 集 ，7 (7 是 A 上 的 一 
个 伪 预 解 式 。 如 果 RUDEX 中 稠密 且 存 在 序列 MEA, 
使 得 |%,| 一品 和 对 某 常数 M 使 得 
WO) SM, (9.5) 
则 JG)? 是 唯一 的 稠 定义 的 闭 线 性 算 子 4 的 预 解 式 。 
证 明 由 (?.5) 当 nokt, JODO. HEA, H 


ODRE . 
|] Ad On ~ DIG)|| 9, n= ff, (9.6) 
KERR X E ZE0) 的 值 域 申 ， 我 们 有 
hal Chyx—>x, Barco 时 。 o (9.7) 


BA RUADE X 中 稠密 和 MOADE- KARN, RNA 
(9. 力 对 一 切 xX EX 成 立 。 mR LENU), 5 hed Cay) X = 0, 
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且 由 (9.7) 推 出 x= 0。 因 此 NOUO) ={0} 和 根据 定理 9。3， 
J() 是 一 个 稠 定义 的 闭 算 子 4 的 预 解 式 。 
推论 9.5 设 A 是 C 的 一 个 无 界 子 集 ，J(%) 是 A 上 的 
一 个 伪 顶 解 式 。 各 果 丰 在 序列 ,EA 使 得 当 no 时 有 
lai >; E 
tim ha gx =%, A— YX EX ire (9.8) 


则 J CO) EE E D ATF 4 的 预 解 式 。 

证 明 由 一 致 有 界 性 定理 和 (9。68) 有 (9。65) 成 立 。 由 引 理 
9。2 我 们 得 知 RC CG)) 不 依赖 于 EA， 因此 C9.8) 推 出 RO GOD》 
“EX 中 稠密 。 于 是 定理 9。4 的 条 件 成 立 和 J() 是 一 个 算 子 A 
` 的 预 解 式 。 


$1.10 对 偶 半 群 


”我 们 先 给 出 一 些 准备 知识 。 设 羡 是 Banach 空间 ， 有 
对 偶 X*。 我 们 用 《x*，x) 或 (Xx，X*》 表 示 a*a Hex EX 
的 值 。 设 5 2X 中 一 个 共有 稠密 定义 域 D(S) 的 线性 算 子 。 
回想 一 下 ，5 的 伴随 3# 是 一 个 从 D(S*) CX#* 到 X* 的 线性 算 
子 。 其 定义 如 下 8 DOSEME Xx*EX* 使 得 存在 y* EX*H 
足下 式 的 集合 o 

(x®, Sx) =<4*, x), 对 一 切 xe DS) Mare (10.1) 
MR x* CDS*), WM yt =S¥x*, 这 里 yt BX rhe 1061) 
UER, HÈR, BADOE X 中 稠密 。 所 以 至 多 存在 一 


， 个 y* CAME (10.1) 成立。 
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引 理 10.1 设 8S 是 和 上 的 一 个 有 界 算 子 ， 则 5S* 是 X* 的 
一 个 有 界 算 子 。 且 上 S| =S 
证 明 对 于 每 一 x*EX*，<Xx*，SX) 是 X 上 的 一 个 有 界 
线性 泛 函 ， 因 此 它 确定 了 唯一 的 一 个 元 素 yt eX*, 使 得 
(y*, X) = (x*, Sx), AI D(S*) =X*。 IES, 


sS*]]| = sup [[S*x*]| = sup sup | <S*x*, x) | 
| 1 x 举 | <1 U*I<2 


= sup sup |(x*, Sx>| = Sup, I|Sx|| = ISi 


人 


引 理 10。2 设 4 是 中 区 一 个 线性 黎 定 义 的 算 子 。 如 时 
AEPpPCA)， 则 AEp(A*),， 上 月 


RO, A = RO, A)*, €10.2) 


证 明 FER EM IAI — A)* = A*, RE I 是 
XX* 中 的 恒 等 算 子 。 因 为 RQ， 4) 是 一 个 有 界 算 子 ， 所 以 由 引 
理 10,1，RCO，A4)* 是 X* 上 的 一 个 有 界 算 子 。 我 们 将 证 明 
RO, A) 存在 并 且 等 于 RO，A)*。 首 先 我 们 指出 M*- AF 
是 一 对 一 的 。 如 果 对 某 X* 志 0， (AT# A*)x* = 0， 则 对 一 切 
xED(A), 0= CAT Ax, x)= (QI Ax, x), 但 因 
为 和 EpC4)， 所 以 ROGI-A) =X, ie x*=0 和 LI*~ A* 

是 一 对 一 的 。 现 设 LEX, x*e DCA», Til 

CX X= CX (AI-A)ROy Ax) 
= ((I*-A*)x*, RO; A)x), 
因此 

RQ; A*)QI*- A*)x*¥=x*, 对 一 切 X*ED(CA#) 成 立 。 

(1023) 
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另 一 方面 如 果 xt EX* 和 XED(Cd)， 则 
(xt, x) = lat, RO, AYCI— AYX> | 
= (CRO; Ay*x*, C1- Ax), 
由 此 推出 
QI*—A®) ROA, ADex® = x8, Hd X* RTI, 
(10.4) 
由 (10。3) 和 (10.4) 知 EpC4*)。 所 以 RO AY = RO AD*, 
ETO, i>0 是 X 上 的 一 个 Co EB, WE 过 0 设 
TCD*# 是 TO 的 伴随 算 子 。 显 然 ， 由 伴随 算 子 的 定 义 ， 
X* 上 的 有 界 算 子 族 T(t)* 对 于 10 满足 半 群 性 质 。 因 此 这 
个 族 称 为 工 ( 轧 的 伴随 半 群 。 然 而 伴随 半 群 不 必 是 X* 上 的 一 
个 Co FR, HARK 了 (二 了 (2)* 不 一 定 保持 TORE 
续 性 。 在 我 们 叙述 和 证 明 本 节 的 主要 结果 ， 即 关于 半 群 T(?)， 
TO* 及 其 无 穷 小 生成 元 之 间 的 关系 之 前 ， 我 们 需要 另 一 个 
定义 。 

.定义 10.3 设 S 是 X 中 的 一 个 线性 算 子 ， 设 Y 是 X 的 
FAIA, HDG) =ixED(S) 门 FY。 SxEY} 和 Sx=5x， 
xE DS) 定义 的 算 FI MISE HER 

定理 10.4 ZITOE X 上 的 一 个 Co 半 群 ，4 是 其 无 
穷 小 生成 元 。 又 设 TCD* 是 其 伴随 半 群 。 如 果 4#* 是 4 的 伴随 
和 Y# 是 DC4*) 在 X* 中 的 闭 包 ， 则 TOE Y* 上 的 限制 
T(D)+ 是 Y# 上 的 一 个 Co ER TOt 的 无 穷 小 生成 元 AE 
A* 在 了 * 中 的 部 分 。 

证 明 因为 4 是 T(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 存 在 常数 2 和 
M 使 得 对 一 切 大 于 o 的 实数 )， 有 )Ep(4) 和 

58 


RO, ASG, WF al, 2, oe, 


(10.5) 
这 是 定理 3.3 的 一 个 推论 。 由 引 理 10.1 和 引 理 10.2， 当 %>>@% 
时 ， 有 入 Ep(4#)7 和 


M 


IRQ; ANTS Gp: 多 对 于 4= 1， 2 成立、 
(10.6) 
IDE RO; A) 在 了 * 中 的 限制 ， 那 么 显然 ， 我 们 有 
， M 
WOO Sao , (10.7) 


J-J =M- VIVI 对 于 和 ，4> 0 成 立 。 

(10.8) 

上 且 由 引 理 3.2 o 
lim NJCO)X* =x*#， 对 一 切 x*EY# 成 立 。 (10.9) 
Ave, 


由 (1C.8)，(10.9) 和 推论 9.5 知 IG) 是 Y*# 中 一 个 闭 的 称 定 义 
WEF 4+ 的 预 解 式 。 从 (10。.9) 和 定理 6。3 得 知 4+ 是 Y* 上 一 
个 Co BRET (2) +H EAE RICO WF XE X 和 x* €Y*, 


由 定义 我 们 有 . 
g t -r t -n 
(x*, (1- £4) x )=((I- +a) x*, x ) 
对 于 2 = 1 2， … 成 立 ， (10.10) 
在 (10.10)? 中 让 ?~>co 并 应 用 定理 8。3 我 们 得 到 
(x*, TX Tt, x), » (10011) 
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因此 对 于 Xx* EY*,， TaT m TOE TOE 
Y* 上 的 限制 。 

为 了 结束 证 明 我 们 必须 指出 Ate 4# 在 了 * 中 的 部 分 。 
设 x*EDCA*#*) 使 得 x*EY# 和 Atx*CY*, WU) (XI*- A*)x* 
EY* 和 和 

COTE A+) “1D — Al) Xx* = x (10.12) 

因此 x*€ DCAt), LIGI*~ A+) 作用 在 (10.12) 的 两 边 得 到 
QI* 一 4#)X 兴 = CI* At) x*, EE Atx*® = A*x*, ATE 
A* 在 Y* 中 的 部 分 。 . 

在 X 是 自 反 Banach 空间 的 特殊 情形 我 们 有 

引 理 10.5 设 5S 是 XX 中 一 个 称 定 的 闲 算 子 。 则 DCS*) 
EX PARo 

证 明 如 果 DCS#*) 不 在 X* 员 稠密， 则 存在 元 素 xo EX 
使 得 Xo 三 0 和 (Cx*，xo0)》 = 0， 对 一 切 xX*EDC*) 成 立 。 因 为 
SEHK, MURARE XxX 中 是 闭 的 ， 且 不 包含 (0，xo)。 
由 Hahn-Banach 定理 存在 X", X24 C XB ARCH, x- 
lx, Sx>=0, K}—HxX EDS) Miz, Hixi*, 0) <x2*,% > 
关 0。 由 第 二 个 方程 知 xx* 关 0 和 《xz#，Xo> 拓 0。 但 由 第 一 个 
方程 知 xsy# CD(S*) , ZHE (%2*, %))=0, WAPI. K 
DEY =X*, | 

作为 定理 10。4 和 3 引 理 10.。5 的 一 个 推论 我 们 有 

推理 10-6 设 X 是 一 个 自 反 Banach Zë TOF X 
上 一 个 Co 半 群 具 无 穷 小 生成 元 4， 则 TGQ) 的 伴随 半 群 (i)* 
是 X* 上 的 一 个 Co 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 是 4 的 伴随 A。 

我 们 以 Hilbert 空间 中 的 一 个 结果 来 结束 本 节 。 

定义 10.7 设 玉 是 一 个 具 内 积 《 ,) 的 Hilbert 空间 。 
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一 个 H 中 的 算 子 4 称 为 对 称 的， 如 果 DA =H ACA*, 
即 对 一 切 x, YEDA), (Ax, y=, Ay). A RARE 
的 ， 如 果 4= 4#。 一 个 已 上 的 有 界 算 子 U 称 为 西 的 ， 如 果 
U*=U-), 

让 我 们 回忆 一 下 ， 任何 伴随 算 子 是 闭 的 ， BU Bren 
且 仅 当 RU)=H HU 是 等 距 的 。 这 两 个 事实 容易 证 明 。 留 
着 读者 练习 。 

定理 10.8(Stone) 4 是 Hilbert 空间 五 上 的 Co 西 算 
子 群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 i4 是 自 伴 的 。 

证 明 k AAC BAFRUY 的 无 穷 小 生成 元 ， 
则 4 是 稠 定 义 的 〈 推 论 2.5) 和 对 xED(4) 

-Å= lim P1QMC-tx-x)= lim t-1CU Ct) * x —x) = A*x. 


这 推出 A= -A*, Ale A= (4)*， 即 i4 是 自 伴 的 。 

如 果 ;4 是 自 伴 的 ， 则 4 是 稠 定义 的 ， 刁 4= -At A 
此 对 一 切 XED(4)， 我 们 有 

(Ax, x)= (x, A*x) = — (xX, Ax) = — (Ax, x), 
因此 对 一 切 xED(4D 有 Re(4x，x) = 0， 即 4 BRERA. A 
为 A= - 4#， 所 以 对 一 切 XED(A*) =D(4) 也 有 RelA*x， 
Xx) =0， 芭 4# 也 是 耗 散 的 。 由 前 述 定理 的 注 记 知 4 和 4* 是 
闭 的 。 且 因为 4**=A4， 由 推论 1,4，4 和 4# = -ARE AL 
Cy 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 车 01(t) 和 0-_ (04) 分 别 是 由 4 
和 A* 生 成 的 半 群 ， 我 们 定义 


U, (i)， 当 t>0h, 
u(t) ={ (10.13) 


€1 


则 CD 是 一 个 群 〈 见 1 6 节 ) ， 且 由 于 TD '=UC-D , 
1C <1, JUC DIS 知 RUM) =X M UG 对 每 一 
t 是 等 距 的 。 因 此 正如 所 期 待 的 ， 避 ( 切 是 H 上 的 一 个 酉 算 子 
群 。 
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第 二 章 “ 谱 性 质 和 正则 性 


§2.1 弱 强 等 价 性 


设 Tw) Banach 空间 上 的 一 个 C。 有 界线 性 算 子 半 
群 。 设 4 是 如 定义 1.1.1 中 定义 的 TC4) 的 无 穷 小 生成 元 。 现 
在 我 们 考虑 算 子 


2x=o-lim LOX, (1.1) 
AYO h ， 
这 里 wo- lim 表示 中 的 弱 极 限 。4 的 定义 域 是 所 有 使 得 在 
(1.1) 的 右 端 弱 极 限 存在 的 xEX 的 集 。 因 为 极限 的 存在 莉 
活 弱 极限 的 存在 ， 所 以 显然 A 是 4 的 扩张 。 由 以 下 定理 1.3 
知 这 种 扩张 并 不 是 真 的 。 在 这 个 定理 的 证 明 中 我 们 将 需要 以 
下 实 变量 的 结果 。 

引 理 1.1 设 [0，b) 上 的 实 值 函数 o 是 连 续 的 和 右 可 
微 的 。 设 D+w 是 % 的 右 导 数 。 如 果 OC) =0 和 Doms 
在 [a，b5) 上 成 立 ， 则 在 [4, 5b) 上 o(t)<0, 

证 明 首先 设 D+0(t)<0, MRA RAK, WHE 
tE (a, b) 使 得 @(tD)>0。 命 如 =infft o@>0}, H o 
HERE, oC) = 0， 且 由 to WENA} t) to 
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和 oa>, Abe 


- Dto(,) =lim 20) = PCD 30, 


这 和 我 们 的 假设 Dro(b <0 矛盾 ， 因 此 在 [4。9b) 上 有 (4) 
<0, 

让 我 们 回 到 一 般 情形 Dtead<0, WH > 我 们 考 
JERR 0,0) =o(t)-e(t- 2), WF wo(D 我 位 有 o.a) =0 
和 D+@. 专 ~e<0。 因 此 由 前 述 证 明 在 [4， 5) 上 有 0o00, 
BD o(t)<e(t-2), Fy e>0 是 任意 的 ， 所 以 在 [a，b) 上 有 
ORSINA 

推论 1-2 设 9 在 Lc，b) 上 是 连续 的 和 右 可 微 的 。 如 
果 Dro 在 [4，b) 上 是 连续 的 ， 则 9 在 [4，b) 上 是 连续 可 微 
的 。 

证 明 设 $=D*gp HEY “= ca) +f ded, I 
LARUT, 0) LEREERK. 4 “0 x(t) - w(t), 
则 (a) = 0 MEL, O) EA D+w(t) = 0。 由 引 理 1.1 知 在 
[e,，b) 上 和 有 oo 过 0。 类 似 地 - ol) eyes 1.1 的 条 
件 ， 因 此 oat, MUE, DEH oC) =0, Me) = 
x(t)。 证 毕 。 

定理 13 设 了 (是 一 个 Co 有 界 算 子 半 群 ，4 是 其 无 
穷 小 生成 元 。 如 果 2 是 由 1.1 所 定义 的 算 子 ， 则 4= 4。 

证 明 由 4 和 的 定义 显然 4 一 4. BxEDA 内 
为 有 界线 性 算 子 是 弱 连 续 的 ， 我 们 有 
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w —lim Tathyx- TOOX  _ o- lim TO( (TO) 


ALO h h40 “ 


. T (hx -x ~ 
=T 一 a = 
CEŁ) (o lim i = ) TQ)A x, 


T (1-2) 
因此 如 果 xC DCAM x*EX*, m 
prix, Tt)xy=<x*, TOÀ x) (1.3) 
BU <x, TO BAT SBE [0，co》 上 存在 且 等 于 《x*， 
T(t) Ax), tox, TODAS 关于 1 连续 ， 因 此 由 推论 
1。24x#，T (ixX》 在 [0，ce) 上 连续 可 微 ， 且 其 导数 为 (Xe*， 
Ta) Ax, WE 
CX TEx- X= (xe, Tx) CF, x) 
1 A i ~~ d 
=| (x¥, T(sYAxYds = (Xx*, T (s) Axds ), 
| f ) 
(1.4) 


因为 (1。 人 对 一 切 x#EX# 成 立 ， 所 以 由 Hahn-Banach 定 
理 


T@x x= | T(s)Axds, (1.5) 
0 
用 过 0 除 (1,5) 并 让 t | 0 得 
lim LO*-* Ax, (1.6) 
120 t 


Wik xED(4) 和 Ax=Ax, FE ADA, HAHA 


另 一 个 关于 弱 落 尊 强 的 结 吉 果 是 以 下 定理 。 在 这 里 我 们 只 
叙述 而 不 证 明 。 S 
.定理 1.4 TOE Banach 空间 X 上 的 一 个 有 界线 
性 算 子 半 群 (定义 1e1。1)》 满足 , 
o~=lim T@x=x, W—-W x EX 成 立 ， (1.7). 


MW 工人 纺 是 一 个 C。 有 界线 性 算 子 半 群 。 


82.2 谱 映 象 定理 


设 TE Banach 空间 X 上 的 C 半 群 ，4 是 其 无穷小 
生成 元 。 在 本 节 我 们 将 研究 4 的 谱 和 每 一 个 算 子 TOG 
的 谱 之 闻 的 关系 。 从 纯 形 式 的 观点 人 们 期 望 有 关系 式 
o(T(t)) = exp{to(A)}, 然而 正如 以 下 例子 所 表明 的 ， 这 一 
般 是 不 成 立 的 。 

例 2.1 XB, 1] 上 连续 且 在 x=1 等 于 零 的 
函数 的 Banach 2A, RA LMR CR. EM 
fx t O, mR xt+i<i, 


， 如 果 x 中 [>1。 

显然 TEX EWC, 收缩 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 4 是 由 
D(A) = (f, IEC CO, ADM, FEX) 

和 对 于 JED(4) 


TON) = { 


) 


Af =f’ 
给 出 。 容 易 验 证 对 每 一 "EC 和 eCX, HH I-f=¢ 有 
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唯一 的 解 SEX 如 下 ， 


1 
KOF J erg) ds, 


因此 oA=¢, R-AH, BANS t>0, TOR-* 
有 界线 性 算 子 ， 所 以 对 所 有 t0, oT +d. 因此 对 任 
何 t20, RRA oU) = exp{to(A} Amu. 
引 理 2-2 RTOBC, 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 


t 
Bx =| el-IT (syxds, (2.1) 


0 
则 ! 
AL- AB Ox =e x—-T(t)x, 对 — 切 xEX 成 立 。 
(2.2) 
和 
B,@) QI- Axel x-TMx, 对 — 切 x*E€D(C4) 成 立 。 
(2.3) 
证 明 ”对 每 一 固定 的 和 和 为 由 (2.1) 定 义 的 BOX 
上 的 有 界线 性 算 子 。 此 外 对 每 一 xE 和 有 


KORES: CDx= e*I | eri- 7 (s)ds 
h h h 


th h 
-ef eUT (ayxds— Ff eT eyxds, 
(2.4) 
当 hy0 A, (AMS) ABOT e x, 
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因此 Bi(t)xED(4) 和 l 
AB,(t)X =AB X + T (tx — el x, (2.5) 
由 此 推出 (2.2)。 显 然 ， 从 BOWEN, WF xED(4)， 
AB x = Bi(t)4Ax。 所 以 (2,3) 成 立 。 
定理 2.8 设 了 T(t) 是 Co 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
则 
o(TU) De, FESR. (2.6) 
WAR i erco), Q=Cl-T@)", BR, i 
(2.1) 定 义 的 算 子 BD 和 @ 可 换 。 从 (2.2) 和 (2。3) 我 们 导 
GOT- A)B,(@)Ox=x, W IEX 成 立 。 
(2.7) 
和 和 . 
QRO- 4)x=x， 对 一 切 x EDC) ma. 
(2.8) 
因为 BOAO 可 换 ， 我 们 亦 有 
B,(@)OQI-A)x =x, W—-W xED(4) 成 立 。 

(2.9) 
因此 Erd, B,@)Q= AL- A ~ =R A), H eT) 
cexp{ip(A)}, WIERE.. | 

让 我 们 回忆 一 下 ，4 的 谱 由 三 个 互 不 相交 的 部 分 组 成 : 
Bit oM, ESB 0.(4) 和 剩余 谱 0,(4)。 这些 被 定义 如 
F: ACoA) MH M-A 不 是 一 对 一 的 。X%E0.(4)， 如 果 
M-A 是 一 对 一 的 ，MI ~4 不 是 到 上 的 但 其 值 域 在 X h AE. 
BIG CoA, WF M- 4 是 一 对 一 的 且 其 值 域 不 在 X 中 和 
Z, BA, BHM, oA, 0(AM o(4) 是 互 不 相交 
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的 ， 并 且 它 们 的 并 是 cd)。 在 本 节 剩 下 的 部 分 我 们 将 研究 
4 的 谱 的 每 一 部 分 和 工 @) 的 谱 的 相应 部 分 间 的 关系 。 我 们 先 

定理 2.4 设 T(t) 是 Co 半 群 ， 且 4 是 其 无 穷 小 生成 
元 ， 则 

erp dCo (T(t)) Ce {0}. (2.10) 

更 明确 地 ， 如 果 AECA ， 则 eco) 》 和 如 果 
eCo TA), WEE LEN 使 得 A, =1+420ik/t Co,(A), 

证 明 WR ACOA), MEE XE D(A) , <0, E 
得 AL- 4)xo=0。 那 么 由 (2.3) 知 Ce4I-T@))x)=0, Att 
“Eo (GD)。 这 证 明了 第 一 个 包含 式 。 为 证 明 第 二 个 包 E 
式 ， 设 e Co TH), H xnet- Ta), H 
此 推出 连续 函数 soe T(x, 是 具有 周期 土 的 周期 函数 。 
因为 它 不 恒 为 等 ， 所 以 其 Fourier 系数 之 一 必 不 为 零 。 因 此 
存在 XEN 使 得 


nef en (anit) Ce-i T(s)x,)ds<0, (2.11) 


我 们 将 证 明 M=A + 2rik/t 是 4 的 一 个 特征 值 ， 设 TO 
<M, HF Rek 之 w 我 们 有 


(+1)? 
RW; AXo -fe -es TOS, ds = Ef e- T(s)x ds 
0 a0% nt 
= j$ euy | e T(s)x ds 
=0 0 
t ， 
= (1— el-e)y vi f er T(s)xods. (2.12) 


0 
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这 里 我 们 用 了 e" T(s)%) 的 周期 性 。(2.12) 右 端的 积分 显然 
是 一 个 整 函数 ， 因 此 由 (2.12)，R( 4) 能 延 拓 成 一 个 亚 纯 
函数 ,其 可 能 的 极点 在 A,= A+ 2zipz/t， ?EN。 由 (2.12) 易 见 

lim (=MR; A)x = X (2.13) 


Al 
lim Od- AEH- ARU; Ax] = 0。 (2.14) 
Din 


由 4 的 Em., CADAL ED(4) 和 G1- Ax, = 0， 
其 Eo A), l 

我 们 现在 转向 4 HMA. 

定理 2.5 设 TORC 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 ， 
则 

(i) MR 入 Eo(C4) 和 对 于 maEN 设 有 =A + 2rint 
在 ADH, WW e ETA. - 

(ii )， 如 果 HETA) ， 则 对 于 xEN 没有 m= 
Mt+2ain,t 在 o AMR, HHA k CNS MECA). 

证 明 若 *Eo,(4)， 则 存在 xs E Xe#，x#s 闪 0 使 得 对 一 
切 xEDC4) 有 (x*，(M- Ax) = 0。 于 是 由 〈2.2) 对 一 切 
xE Hix, Chl-TC)x)=0, Alt eA- 的 值 域 在 
X 中 不 稠密 。 如 果 eMI-TO 不 是 一 对 一 的 ， 则 由 定理 2.4 
FETE KEN 使 得 MEG), XB 1,¢0,04) F 
盾 。 所 以 ci -了 T(b 是 一 对 一 的 和 ETO) 这 结束 了 
《i) 的 证 明 。 a 

为 了 证 明 Gi) 我 们 首先 注意 ， 如 果 对 某 一 = 
和 + 2aik/iCo,(A) ， 则 由 定理 2.4 知 e“E€0,7T@) ， 这 和 
exE0《T(t)) 的 假设 矛盾 。 因 此 只 须 证 明 对 茶 一 KEN， 
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MED 就 充分 了 。 这 立即 可 得 ， 如 果 我 们 指 hc 
(4)Ljo(4) 是 不 可 能 的 。 从 (2.3) 我 们 有 
(ein! T= Tt) x= Bislt) Od =A), 

对 于 XED(4)，n EN 成 立 。 (2.15) 
因为 由 我 们 的 假设 c= oo Eor(T(D)， 所 以 (2.15) 的 在 端 
R 于 XX 的 一 个 固定 的 非 稠密 线性 子 空间 Y， 另 一 方面 如 果 
h ECA) JOCA), MI ded = A 的 值 域 在 X 中 再 密 ， 于 是 由 
(2.15)， 对 每 一 nEN, B，() 的 值 域 属于 7。 记 连续 函数 


2-# 开 (3) 的 Fourier 级 数 如 下 


e-i T(s)x~ 15 el "0 B Dx, (2.16) 


(2.16) 右 端的 每 一 项 属于 了， 如 古典 的 数值 情形 一 样 ， 对 于 
0<s<t，(2.16)CC.1) 可 和 到 eM TO WERF, 
eM T(s)x€Y, iks} 0， 导 致 对 每 一 xED(4) 有 xEY, 这 
是 不 可 能 的 ， 因为 了 BX 的 一 个 真 闭 子 空间 ,而 DOE X 
HH Ba ~ | 
定理 2.6 RIDE 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 hEo.(4) 和 没有 和 ,=%+2xinjt 在 o, ALA h, 
则  €o(T)), 

证 明 ”由 定理 2.3， 如 果 AELA), M eE. 
如 果 etEo(CT O), 则 根据 定理 2.4 有 某 一 NEos(C4)， 因 
KERETE AUAUMEA CoG) ， 则 根据 定理 2.5 
TERS NEowG4)， 同 样 与 傻 设 矛盾 。 困 此 只 有 Eo, 
(Ta), TE. 
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注 定理 2.6 的 道 不 成 立 。 可 能 有 coa), TOT 
Sh, =A+2nin/t 是 在 pC4) 中 。 


82.3 RRS +H 


EM 3.1 —PC ER TORAN >t BRS, WR 
对 每 一 >t, TH) 是 一 个 紧 算 子 。 了 (人称 为 紧 的 ， 如 果 它 
对 巡 0 是 紧 的 。 

注意 如 果 TOMtSORRN, BARS 地 ， 恒 等 算 
TERK, BEX 必 是 有 限 维 的 。 再 请 注意 ， 若 对 某 一 
>C, TO) 是 紧 的 ， 则 对 一 切 1 之 fs，T(t》 BEES, A 
为 TO)=TQ-t)T(0)， 而 TG ~i0) 是 有 界 的 。 

定理 3.2 EITO 半 群 。 如 果 了 (让 对 >t 是 紧 
的 ， 则 对 过 6，TO) 依 一 致 算 子 拓扑 是 连续 的 。 

WER 设 对 于 O<s<i, |TO|<MMe>0 是 给 定 的 。 
如 果 th, WR U= Tx |S GERK. AREE 
Xis Xz ry Xy 使 得 中 心 在 TO x; OSIN) 半径 为 
e/2M +1) 的 开 球 覆盖 U,. BR, ATH) 的 强 连 续 人 性 ， 存 
fe0<h, <1, (eR | 


—WTaehyx,-T@sx||<+, WFC<h<h, 


和 1 志 1<N 成 立 。 (el). 


使 得 
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TOX TOOX) <e/2(M +1). (3.2) 
因此 对 于 0<h<h。 MiS, RA 
ITa +hyx— THX oO) TO- Tx; 
+ |T@+hyx,- TO + TO- TO <e, 
(3.3) 
这 就 证 明了 T(D 依 一 致 算 子 拓扑 对 于 >i 的 连续 性 。 
定理 3.3 k TORC 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
则 TOD 是 一 个 紧 半 群 当 且 仅 当 TOR 过 0. 依 一 致 算 子 拓 
扑 是 连续 的 和 RA, 4) 对 XEp(4) 是 紧 的 。 
证 明 设 |TQ)I<Me*。 TOR 过 0 是 紧 的 ， 则 由 定理 
3.2，T (对 t>0 依 一 致 算 子 拓扑 是 连续 的 。 因 此 


RQ, A= f Teds, 对 于 RA>o 成 立 。 (8.4) 
县 积分 依 一 致 算 子 拓扑 存在 。 设 e>d, Rel>w 和 
R.G) = f T(s)ds, (3.5) 
因为 对 每 一 ;>>0，T(s) 是 紧 的 ， 所 以 卫 (%) 是 紧 的 。 但 


JRO; HD-ROINES Ife zc 到 | 


<eMe*->0, 4 £40 时 。 
WRR UEA, Ru, ABBY, WH-W EP(4)，,. 
RO, 4) 是 紧 的 。 因 此 定理 的 条 件 是 必要 的 。 
PEF LEA, RO, ABBWAM TOR t>0 依 
-RATHEE R, WG-4 成 立 且 
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MRO, AYTO -TO = if et (TGT Ods, 
0 


_ (3.6) 
如 果 ) 是 实 的 ，》>o， 则 对 一 切 o>0, RNA 


IMROQ，4TGD -TCD I<] he-* Tes) = TU) lds 
a, 


+f je T+ s) ~ TO ds, 
6 
< sup |T +s) TO) + ACA = a) Mette- 
Q<S <8 


由 此 推出 
lim||ARQ, DTA -THIS sup ITG+59 -TCD 
_ ane Os 


对 每 一 6>0 成 立 。 i (3.7) 
AA S>0 是 任意 的 ， 我 们 有 ° 
lim|-RQ, TT -TON =0. 
ane 


但 对 每 一 h>o, ARO, 4) TO RBA, ATO 是 紧 
的 。 

推论 3.4 设 TG) 是 Co 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 对 某 一 XEp(C4)，RG ABRAM TOR >t tk- 
致 算 子 拓扑 是 连续 的 。 则 TOR >t, 是 紧 的 。 

ER ”由 我 们 的 假设 ，RC， 人 A) 对 一 切入 EPC4) 是 紧 的 
和 (3.6) 对 一 切 t>t 成 立 。 其 余 的 证 有 明和 定理 3。3 的 证 明 的 
末尾 相同 。 . 

推论 35 设 TOE- -RER EX... W 
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六 是 紧 半 群 当 且 仅 当 对 每 一 Eo, RO, AER 
定理 3.3 中 的 紧 半 群 的 特征 并 不 完全 令 人 满意 ， 因为 它 
没有 仅 用 其 无 穷 小 生成 元 4 的 性 屏 刻 划 紧 叶 群 了 (的 特征 。 
原因 是 到 目前 为 止 还 不 知道 依据 4 或 预 解 式 RO, AAR 
以 保证 TD 对 t>0 依 一 致 算 邓 拓扑 连续 的 必要 和 充分 的 条 
FE, TO- 对 这 0 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 一 个 必要 厅 件 是 如 
F: 
FE 3.6 设 TORC 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 TG) 对 t>o 依 一 致 拓扑 算 子 是 连续 的 ， 则 存在 函数 
p, 50，co) 一 [0，co)， 使 得 
P(AD{A, $M=o+it, |r] S>P¢\o|)} (3.8) 
和 
lim || Ro +r; 4) 上 = 0， 对 每 一 实数 o 成 立 。 (3.9) 


IT] >% 


证 明 ”不 失 一 般 性 我 们 假设 PAD Rah 和 
|T@OWM, BURN Sa) =e" TH), FIN o 使 这 
些 条 件 成 立 。 显 然 TOX 过 0 依 一 致 算 子 拓扑 连续 当 且 仅 
当 SG 有 这 种 性 质 。 l 

设 ao>:0， 财 由 我 们 的 假设 ， 和 =at+HTEnGC4)。 了 以 x= 
RG; Ay 代入 (2。3)， 我 们 得 到 

e RQ; AYy- TORO, Ady 
= Bt)y， 对 于 YEX 成 立 。 (3.10) 
由 此 推出 


. 
1 


4 pt 
Le- MYR Alae if ent e- Ts)ds 
0 


75 


选取 t>o-! log M, M 


|R +irs AI<C 


t 
f e-i" e- T (s)ds 
0 


| (3.11) 


对 于 某 一 不 依赖 于 z 的 常数 5C 成立 。 当 ro 时 ,由 
Riemann-Lebesgue 5 引 理 知 (3。11) 的 右 端 趋 于 零 。 对 c 委 0， 
我 们 记 


RO; A= DURA tity AHA tir), (3.12) 


km0 
并 命 1 
b(jr|) = max WRG + arts Alle 


RENEE, 4 lro 时 ，d(|rl) 一 0。 级 数 (3.12》 
显然 对 11- ao| <1/24%(1zrl) 依 一 致 算 子 拓扑 收敛 ， 由 此 推出 
(3.8)。 此 外 ， 对 任意 固定 的 满足 !1- ol<1/20(1zi) 的 o, 
我 们 有 

[Rio +its A)||<2|RG+its AISAT]. 
因此 (C3.9) 成 立 。 证 毕 。 

推论 3.7 设 T(D 是 一 个 紧 Co 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生 
成 元 。 则 对 每 一 - o<a<B<oo, Hi a<Reh<G 和 OCA) 
的 交 至 多 包含 4 的 有 限 个 特征 值 。 

证 明 BR Ta RH RO, ARTF ACAR 
紧 性 (定理 3.3》。 因 此 RO，A) 的 谱 由 零 和 一 个 特征 值 的 
序列 组 成 ， 它 可 以 是 有 限 的 甚至 是 空 的 。 如 果 序 列 是 无 限 的 ， 
则 该 序列 收敛 到 零 。 这 就 意味 着 OCA) 是 由 以 oo 为 仅 有 的 极 
限 点 的 特征 值 序列 组 成 。 由 定理 3.6，0(A) 和 带 域 “<Re 
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<8 的 交 是 紧 的 ， 因 此 仅 可 能 包含 A 的 有 限 个 特征 值 。 
请 注意 ， 在 推论 3.7 中 我 们 已 经 证 明 ， 如 果 了 (1) 是 一 个 
RO 半 群 ， 则 其 无 穷 小 生成 元 的 谱 o(A) 仅 由 特征 值 组 成 。 


§2.4 可 iy 性 


定义 4。1 设 TOE Banach 空间 X 上 的 C。 半 群 。 
半 群 TO) 称 为 对 >t。 是 可 微 的 ， 如 果 对 于 每 一 xEX， 
toTOxtF i> BHR. TORAH, URE 
对 于 tO 是 可 微 的 。 

在 定理 1.2。.4(c) 中 我 们 已 经 看 到 ， 如 果 TORR 
小 生成 元 A 的 Co 半 群 和 XEDA), Ma 1>0, toT ax 
RAR. IES, MR TO 是 可 微 的 ， 则 对 每 一 xEX， 
i>T(i)x 对 1>0 是 可 微 的 。 注 意 ， 如 果 eTO 对 每 一 
xEX 和 t>0 是 可 微 的 ， 则 D(A) = 羡 。 又 因为 A 是 闭 的 ， 
所 以 A 必需 是 有 界 的 。 

Pj 2.1 提供 了 一 个 对 tl 是 可 微 的 Cy 半 群 的 简单 例 
子 。 

引 理 4.2 i TOBM tt) 可 微 的 Co BR, ARE 
无 穷 小 生成 元 ， 则 

(2) 对 于 tnt, n=l, 2, --, TH: >D") 和 
TOM=ATORARREAT. . 

(b) 对 于 t>nt, n=1, 2, s TDG 是 依 一 致 算 
子 拓扑 连续 的 。 

证 明 ”我们 从 n=1 开 始 。 根 据 我 们 的 假设 ，t-> 了 (Ct)x 对 
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t> lo 和 一 切 xEX 是 可 微 的 。 因 此 TO)xEDCA) 和 T' x= 
4T(Dx， 对 一 切 xEX 和 >t 成 立 。 此 外 ， 因 为 A 是 闭 的 
ATORARN, RU ATOR. HF >t, ATO 
是 定义 在 整个 X 上 ， 因 此 由 闭 图 象 定理 它 是 一 个 有 界 R 性 
算 子 。 这 对 2 =] 结束 了 (4) 的 证 明 。 为 了 证 明 (b)， 设 对 于 
O<t<1, |TOM|<M, 和 b< ES, Ml 


t t 
T(t.) x- TcoDx= | ? AT (s)x ds =Í ? Ts- ty) AT (t,)xds, 
t1 fy 


(4.1) 
Ee 
TEDx- TODXS C iD MIAT D lxll. 
由 此 推出 (ODA >t 依 一 致 算 子 扼 扑 的 连续 性 。 
我 们 现在 对 n WE, EO Mo) HrREN, 
t>(n+1)t. Et sont, 使 得 t-s>t,, M 
TO Mx=TE-syA'T(s)x, HR—xE X Mir, (402) 
因为 t-s>t, (4.2) 的 右 端 是 可 微 的 ， 因 此 TOs 是 
+1 次 可 微 的 和 对 每 一 xEX 及 i> (2 +1) ti, Tet) CX = 
ATO. Wan = 1 的 情况 一 笠 这 意味 着 对 了 于 1> 《n+1)io， 
Ti), X>D(A"!) 和 ATAU 是 一 个 有 界线 性 算 子 。 这 
MART COMER, TODA I> (+1)0 依 一 致 个 子 拓扑 
的 连续 性 恰 如 n=1 的 证 明 ， 利 用 ATOM > rely 
是 有 界 的 事实 即 可 。 
推论 4.3 BTOBM FE tty AAD Co ER. MR 
>n +D WT OR-BAF AIG n RTR o 
证 明 SFA 2H DOMT +o APO), 
1<k<n 是 依 一 致 算 子 招 排 连 续 的 ， 因 于 如果 > Ci A tos 
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RE 
TON (thy ~ TEDL) = 全 Azea 对 于 1<k<n 成 立 。 
由 此 推出 当 1<k<n 和 (n+ ity A, THI fk 一 致 
算 子 拓扑 的 可 微 性 。 于 是 TC1) 是 依 一 致 算 子 拓扑 4 次 可 微 
的 。 

推论 4。 TC) 是 一 个 可 微 的 Co 半 群 ， 则 对 {>0， 
T(t) 是 依 一 臻 算 子 拓扑 无 穷 次 可 微 的 。 


， 3| 理 4.5 设 T( 四 是 一 个 可 微 的 Co 半 群 ，4 是 其 无 穷 
小 生成 元 ， 则 


TMQ) = ( AT (人 = ( r(=)y 
对 于 2 = 1，2，… 成 立 。 (4.3) 


证 明 引 理 可 对 n 用 归纳 法 证 明 。 对 m= 1 结果 已 经 在 
引 理 4.2 中 证 明 。 如 果 (4.3) 对 2 和 ts 成 立 ， 则 


maar (g) -Te-ar (i). o 
在 (4.4) 中 对 t 微分 我 们 得 到 
| TC (ty = AT Ct- »( AT (= ). (4.5) 


以 s=nt/(n+1) 代入 (4.5) 即 得 对 于 7%+1 的 结果 。 

现在 我 们 转向 对 于 >to 是 可 微 的 Co BRN IS hE 
成 元 的 特征 问题 ， 在 给 出 主要 结果 之 前 我 们 需要 一 个 准备 结 
果 。 
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引 理 4.6 TORC 半 群 ，A 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 对 Dh, TO 是 可 微 的 和 和 Ec(A) ， th. M 
het COo CATH). 

证 明 ”我 们 定义 


t 
B(x = f et-IT (syxds, 
0 


显然 BRO 是 关于 上 可 微 的 ， 并 且 微 分 得 
Ba’ (Hx=TOx+hB, Ox, 
By’ (DÈX PA —PAR MER. TREO ty, FEZ?) 
中 对 + 微分， 我 们 得 到 
入 el 一 AT G)x= QI- A Bi’ OX, 对 每 一 xEX 成 立 。 
(4。6) 
设 
Cat)x =he# x— ATCA X, 
对 于 tt, C(t) 是 一 个 有 界线 性 算 子 。 容易 验证 By’ (OA 
City 可 交换 和 对 EDCA) , AB’ (i)x= B Ax, 如 时 
het EP(ATH)), WMCOBAMH, BAA. 
x= QI- AB! (DCG) -1x， 对 每 一 XEX 成 立 ， 
BD BOCHO 是 M- 4 的 右 道 用 COT 从 左边 作用 
《4.6) 我 们 有 
x= CH -1Q1- ADB,’ EDEA 
取 xED(A)， 我 们 可 以 交换 B/C) 和 C1 A)。 然 后 利用 
B/OMCOW ARE (Ast B OCO- WHR) ， 我 
们 得 到 . 
x= Bi’ OCHA- A)x， 对 一 切 XED(A) 成 立 。 
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BEB,’ (DECOT EM-A W, AEPA., WERRZ 

定理 4.7 设 T(t) 是 Co 半 群 ，A 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 | 人 1 和 We， 则 久 下 两 个 结论 等 价 
- Ci) 存在 加 >0 HEA TO >h 是 可 微 的 。 

Gi) FEXR l, b 和 ( 使 得 b>>0,C>0， 

pCA) DZ= {hy Re >a b log |Imh|} (4.7) 
和 

IRQ, ASCII] 对 于 VEZ, RASO 成 立 。 
(4.8) 

证 明 RAR RERIT <o” BURTA RRR 
IT OJS Me- 4B TM =e PO) TH, WEER) 
或 (ii ?成 立 当 且 仅 当 它们 对 97 成立。 因此 我 们 将 设 <0。 

我 们 首先 指出 (ii ) 蕴 谣 (i ) 。 设 二 是 了 巾 的 一 条 路 径 ， 
È HZS AR: Ti H Re =2a-blog(—Im\), - <ImX 
<-L=—e%/ 给 出 ， T, 由 Reh=0, -L<IMM<L 给 出 和 
T, 由 Re =2a=b log(Imk), L<Imh<oo H, DXZ h 
使 得 Im 沿 着 工 是 递增 的 。 通 过 改变 (4。8) 中 的 常数 C 我 们 
可 以 假设 (4.8) 对 入 ET;，71=1,3 Rare HHT A; 1A] 
<n}, Aly > ROS ABM PCA)CC 到 BCX) ALS 
体 有 界线 性 算 子 的 空间 ) 是 连续 的 。 所 以 积分 


sO =f e RO; AJdh 
是 有 定义 的 。 当 neok, WR SOE BC(X) 中 收敛 ， 我 们 


定义 其 极限 为 广义 积分 
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soO- 寺 | RO, Ajd. (4.9) 
: ant J, : : + 


且 称 (4.9) 中 的 积分 在 BCX? 中 ， 即 父 一 致 算 子 拓扑 收敛 。 些 
外 ， 易 见 SOE BCX) 中 是 可 微 的 ， 其 导数 S$,' (OR 


soD= tf helt RO; Add), (4.10) 
Ta 


如 果 当 noki, SOMS (OR tet, Æ B) 中 一 致 收 
x, WS tt, LOR RR SOBRE SHH BA) 


的 导数 。 我 们 将 证 明 当 > 时 ，(4.9) 在 BCC ee 
sy = Lf e RO, Adah (4.11) 

Zat J, 
当 > 3 WE BOO gL. iih HME 8 之 0，(4.9) 和 


(4.11) 关 于 1 分别 对 t>2 4 和 ted 46 一 致 收敛 。 为 
证 明 这 些 论断 我 们 命 ISDN A <n}, j=l, 2, 3, 
SD = Lf e RO, Ajda, j=1, 2, 3, (4.12) 
2xi Cen . 
和 
s=} f e RO, Add, j=1, 2, 3, (4.13) 
2x1 r 


取 o>Ll, 显然 Don= Ta WM So S, A SEYS 
一 120 有 定义 。 为 了 证 明 积 分 SOG D KRAE 
82 


我 们 在 各 自 的 积分 路 径 上 估计 它们 的 被 积 BR, BBY 
heotitGlj, pal, 3 时 


[e RCA; AlS |e] e ||RGs A|] 
<e jr- Cjr] = Cer |r|, (4.14) 


因此 对 > m SL, RIA 


Sn) ~ 55, = “5 | e RO, Adh | 


 ratn< LAL <a 


<Ci | epar, (4.15) 


这 里 C, 是 不 依赖 于 ;的 常数 。 因 此 对 过 2，S CD，7=1 3 
在 BCX) .中 收 化， 并 妃 对 每 一 6 之 0， 其 收敛 关于 t 对 于 
> +5 是 一 致 的 。 这 就 结束 了 (4-9) 的 收敛 性 证 明 。 我 们 


类 似 进行 (4.11) 的 收 义 性 证 明 。 首 先 ， 我 们 注意 52’) 对 
于 i 之 0 存在 。 其 次 我 们 在 各 自 的 积分 路 径 上 估计 S.C), 
1=f，3 的 被 积 函数 如 下 ， 

Ae RAS AJS A Cpe? | 7 [1-4 Ce rl, (4.16) 
这 里 C1 是 不 依赖 于 的 常数 。 更 在 Spal), j=l, 3 对 


I> WMA S40, j=l, 3 对 >E 的 收 伍 性 


一 样 可 得 。 因 此 Sox >E 存在 和 对 z> 生 是 可 微 的。 为 


TERTON > ETHS, SERIE > 2, 
S(t) =T(), . 
设 XED(A?)， 由 推论 1.7。5 有 


?十 
TCDx=lim f RO, A)xd。 对 每 一 y>0 成 立 。 


| ri -oo 


(4.17) 
但 对 于 xe DA) RNA 
RO; Ax= ža AX + Ry DAN, (4418) 
由 (4.4)， 对 每 一 5EX 和 I> S 
Sox= 二 | ARO, A)xdh, (4.19) 
; 


在 (4.19) 中 取 xED(A”)， 利 用 估计 (4。18) 和 (4,8》， 我 们 
可 在 (4.19) 中 移动 积分 路 径 T 到 直线 +if，-~ co<z<co， 


因此 对 于 >2 和 xED(AD，T(Dx=S(GDx。 因 为 对 于 
>2, SOM T(D 都 是 有 界 算 子 及 DAD EX HREM 


S(t) =TG) 对 于 这 去 成立。 因此 对 于 >$, TH 是 可 
微 的 ， 甚 至 是 依 一 致 算 子 拓扑 可 微 的 。 于 是 (ii ) 推 出 (i )， 

HACHEM Ci) MBG), MR A>, WATER 
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有 界线 性 算 子 。 命 AT(t) 咱 = 收 (t1)， 由 引 理 4。6 得 

oC(A)C{h: hee Ea(AT (CA Aeh <M} 

st (4.20) 
因此 
P(A) D{h, Reh>t,~+ log MC) — t log |Im\|}, 

WH O>0, op 

X= fh, Reh>t,7) log(l +6)M(i) ti! log [Imi }, 
显然 2ZCp(A)， 这 就 证 明了 4.7) 。 为 了 证 明 4.8), 在 
CORA RO Ax 代替 x， 其 结果 是 


i. 
he! RO, A)x= ATHRO; Ayx + T(x hf eX'-OT (sy xds, 
i 0 


(4422) 
对 tat, 和 和 =o+ir€E2 估计 (4.22) 我 们 得 到 
RG, Adal]<[r| ten: QAT) » R0; Al 


+ TC) |) [lx] + [fe T(9xd: |、 


但 对 于 REL, 有 rite ATODI a+ Mir] at 
和 oxa<0 得 


IRO; aae 7], zj -ie -os Mx + f e7 T(syxds | 


T+ ON fee- cir j-l et 
<(S JMe Ciri- +e, xl 
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MAA + ty) e 

~~ OATH) 

因此 对 于 AEZ, Rei<o, IRO; AKCI, iE, 
从 定理 4.7 的 证 明 我 们 得 到 如 果 工人 是 一 个 满足 (4.7) 
和 (4.8) 的 Ce ER, WTO AS > 如 + 3/b 是 可 微 的 ， 并 且 如 
果 TG) 对 >i 是 可 微 的 ， 则 对 >t, 在 (4.7) 中 的 常数 
能 取 为 b=1/t。 这 些 注 记 使 我 们 能 给 出 以 下 可 微 半 群 的 无 

穷 小 生成 元 的 特征 。- 

-定理 48 设 工 ( 扩 是 满足 II (DT <Me 的 Co FR, A 
是 基 生 成 元 ， 期 GD 是 可 徽 半 群 当 昌 仅 当 对 每 一 pb>0 存在 
实数 0 和正 常数 C 使 得 

6(A)DJ,= {h; Rek>a,—b log}Imh|}, (4.23) 
和 


jzllxll= Clr] s Hx. 


IRAs A)||<C,|Im\|, AEZ, Raso, (4.24) 
以 下 定理 是 定理 4.7 的 一 个 简单 推论 。 
定理 4.9 RABBIT CO ||<Me” 的 Co 半 群 工 (的 
无 穷 小 生成 元 。 如 果 对 某 一 4 之 0， 
lim sup log|r| + |R +irs A)|| =C < (4.25) 


IT Cs} >30 是 可 微 的 。 
证 明 我 们 将 指出 (4.25) 获 涵 定 理 4.7 的 亲 件 ( 这)。 将 
TARR e+e MEER Taylor 级 数 ,我 们 得 到 
RQ, A) = SIR + ity A + (4.26) 
RERE + ity Ale [w+ it—A[ <1, RPRBRR-RH 
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FIR. KH e>0 是 固定 的 和 70 使 得 对 |*|> To 
C+e/2 
log || 
RY. Risotti 我 们 看 到 在 区 域 [tl>ty |o-e| 
<(C+e)“Mog| 7) (4.209, ADB F 

o>Cy— (C+e)=! loglz|，|z >t) (4,27) 
存在 ， 其 中 Cp=maxtu, wt (e+C-1 log zx)。 此 外 ， 在 这 
个 区 域 中 


|Ru+itz De 


Ras 1< Taar Ee 
由 定理 4.7 后 的 注 记 我 们 有 了 (C2) 对 3Co ETA, H 
因为 e>0 BERN, MUTOH > 3C 是 可 微 的 。 
推论 4.10 设 ABW BITC | SMe” HC, 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 如 果 对 某 一 F0, 
lim sup log|t| + ||R(u +its 4 = 0， (4.28) 


则 Tb 是 一 个 可 微 半 群 。 

我 们 给 出 C。 半 群 对 >i 的 可 微 性 和 当 1->0 时 ， 
IzZG9= 中 的 性 态 间 的 若干 关系 来 结束 本 节 。 我 们 已 经 知道 
《 见 定理 1.1.2) 如 果 当 iLOR, ITO- TOR 
可 微 半 群 。 在 这 种 情形 TORN (20 依 一 致 算 子 拓扑 可 微 
的 ， 且 其 生成 元 4 是 一 个 有 界线 性 算 子 。 以 下 定理 是 这 个 结 
时 的 一 个 重要 的 推广 。 

定理 4.11 ETOBREITO | SM” 的 Co 半 群 。 
如 果 存 在 常数 C>0 和 6c> 0 使 得 
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IRO = Ti] <2 -Ct log/t) 对 于 O<t<d, 成 立 ， 
(4.29) 
则 Ta) xt t>3M/C 是 可 微 的 。 
证 明 我 们 首先 证 明 对 一 致 育 界 半 群 ， 即 | 了 (Dl 专 放 的 
结果 ， 如 果 c 是 实 的 和 xEDC4)， 则 出 (2。3) 我 们 有 


t 
Tx- d“ x =Í et-IT CS) (A= ial) xds, (4.30) 
0% 


由 此 推出 
ITOx-e™ x| <tM|| A- ial) x||, 
取 “= in/i 我 们 得 到 


Tx +x] <tM 


| x 
(4zi *1)x 
由 (4。29) 得 ` 
Id +T x> 2x- I-T x] 
>(Ct log(1/t))||x|!, 对 于 0<t<6, 成 立 。 
因此 ' 


IA- iDa (GF tog I). 30 


这 里 r= tri - 
于 是 当 |r| 充 分 大 时 4-17] 是 一 对 一 的 且 有 闭 值 域 。 我 
们 将 推出 A- 弛 1 的 值 域 是 整个 X., By 4 是 一 个 一 致 有 界 
Co SR TO 的 无 穷 小 生成 元 ， 由 注 1.5.4 对 每 一 o>, 
(4~ otin 是 六 中 的 有 界线 性 算 子 且 其 范 数 由 -Mo 
BH, E IEX, & | 
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| (A- (p+iT) DxX,= f, 
IX, <Mo- NF, Foe 


(A= sel), | <ollx, | + IM+ DIF (4.32). 
Hy (4.31) #04632), M p>0 时 | 是 有 界 的 。 因 此 
| (A -72I)x, -fl <pijx,|| 20, 24 p-0 时 。 (4.33) 


再 利用 (4.31) 我 们 从 (4.33) 淮 出 当 p 一 0 NN, x, TR 
x。 因 为 4 是 闭 的 ， 所 以 EDA) 和 (4~2Dx= 户 因此 
4- 王 是 到 上 的 ， 且 由 (4.31) 我 们 有 


.有 
|| (A= irt] <z( log L2) . 
由 此 推出 
lim sup loglrl + | (4- D= <P 
Iros 
而 所 证 结果 就 由 定理 4.9 推 出 。 这 结束 了 | OWM 的 情形 
EH, WRIT (9 站 We ，w>0， 我 们 考虑 SO= 


CETO., WSOJ<SM 和 l 
ISO =I se TO- e 1 


<2- Ct log} +e" ~1<2— Ct log L, 


对 一 切 C>Ci>0 和 0 之 1 之 5 成 立 。 因 此 由 前 一 部 分 证 明 ， 
对 >3M/C,, SORT. MA C1<C 是 任意 的 ， 所 以 
TOR t>3M/C 是 可 微 的 。 

推论 4-12 设 TO BWAITO-M|<2-Ci log}, 


O<t<6. 的 Co BE, ME 了 工人 能 延 拓 成 一 个 群 ， 则 其 无 穷 
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小 生成 元 必 是 有 界 的 。 

证 明 ”由 定理 4.11 当 + 充分 大 时 ，T() 是 可 微 的 ， 因 此 
由 引 理 4.2 4T(t) 是 有 办 的 。 从 4=T(- 04T(D 知 A 作为 
两 个 有 界 算 子 的 乘积 是 有 界 的 。 

推论 4.13 ETO) 是 Co 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 4 BERG, M 


lim supll1 ~- T| >2, (4.34) 
t40 


证 明 ”出 推论 4.12 对 每 一 《>0 和 a>0 
sup (lrc -M+ l0g} )>2 (4.35) . 
Qsi<a t 


在 (4.35) 中 让 a) 0 即 得 (4.34)。 


§2.5 解析 半 群 


到 有 具 前 为 止 我 们 论述 的 半 群 其 定义 域 都 是 非 负 实 轴 。 现 
在 我 们 将 考虑 延 拓 参数 的 定义 域 到 复 平面 由 包含 非 负 实 轴 的 
区 域 的 可 能 性 。 显 然 为 了 保持 半 群 的 结构 ， 复 参数 变动 的 区 
域 必 须 是 一 个 复数 的 可 加 半 群 。 然 而 在 本 节 中 ， 我 们 将 仅 限 
于 很 特殊 的 复数 域 ， 即 环绕 正 实 轴 的 角 域 。 

定义 5,1 设 A= {z:，091<argz<9，9<0<9zj， 且 对 
?EA 设 T(z) 是 一 个 有 界线 性 算 子 。 称 族 ITD, CARE 
A 中 的 一 个 解析 半 群 ， 如 果 

(i) zT EA RERIN. 
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Gi) 工 (0) = 工 和 lim T(zZ)x=x, 对 一 切 XEX 成 立 。 
2E4 

Gii) T(z, +2) =T(ZDT (2), 对 于 Z1，22EA 成 立 。 
半 群 了 人 9 称 为 解析 的 ， 如 果 它 在 某 包 含 非 负 实 轴 的 扇形 A 中 
是 解析 的 。 

显然 解析 半 群 在 实 轴 上 的 限制 是 一 个 Co 半 群 。 以 下 我 
们 感 兴趣 的 是 一 个 给 定 的 Cy 半 群 延 拓 为 某 环 绕 非 负 实 轴 的 
扇形 A 中 的 一 个 解析 半 解 的 可 能 性 。 

因为 用 ec 乘 以 一 个 Co BRAM BEB ARIA 
中 的 一 个 解析 半 群 的 可 能 性， 我 们 在 本 节 将 只 限于 对 一 至 
有 界 Co 半 群 的 情形 来 得 到 我 们 的 许多 结果 。 而 对 于 一 般 Co 
半 群 的 结果 可 以 从 一 致 有 界 Co 半 群 的 相应 结果 以 明显 的 方 
式 得 到 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 亦 经 常 假 设 Erd, 这 里 4 
是 半 群 T(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 这 通常 也 能 通过 用 。”(o>0) 
FRU —-BCR FRE BET (21) 3 Bl 

我 们 通过 回忆 定理 1.7,7 开 始 我 们 的 讨论 ， 它 指出 X 中 
一 个 稠 定义 的 满足 


p(4) 22={ h larg )| <3 +8 Juo, 


WHE 0<b<4 成 立 。 (1) 
和 


IRQs AI WAZ, MAO 成 立 。 6.2) 


HATA 是 一 个 一 致 有 界 O 半 群 了 ( 力 的 无 穷 小 生成 元 。 实 
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际 上 有 更 多 的 结果 成 立 。 由 稠 定义 的 满足 (5。17 和 (5。27 的 A 
生成 的 半 群 T(t) 能 延 拓 为 扇形 As= {2 larg z| <ô} hie 


解析 半 群 ， 并 且 在 每 一 闭 子 扇形 An = {2 [arg ?| <8 <6} 
HTO 是 一 致 有 办 的 。 这 和 更 多 的 结果 可 以 从 下 述 定理 
得 到 。 

定理 5.2 设 T() 是 一 个 一 致 有 界 Co 半 群 ，4 是 其 无 
穷 小 生成 元 。 又 设 0Ep(4)， 则 以 下 命题 是 等 价 的 ， 

(2) TORETE A= {z，|arg z| <6} 中 的 
解析 半 群 和 |jT (2 在 每 一 A 的 闭 子 扇形 A 中 是 一 致 有 界 
的 。 

O 存在 常数 C 使 得 对 每 一 o>0, 7X0 


[RCo + ir DiE (563) 


(c) 存在 0<6<5 和 M>0 使 得 


pAyaE={ hy fare hl <% +5 JUO (5.4) 
n 
IRQs DST EZ, hx0, (5.5) 
(4) TOH 巡 0 是 可 微 的 和 存在 常数 5 使 
得 


TOIS, 9, (46) 
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证 明 (2) (0), 1 0<d’ <b ERTO, WF 
ZEA, =z, [arg z| <ô RE. W XEX 和 o>0 RNA 


RO + it; 4x=| e 4) Tt xdt, (5.7) 
0 
HT (2) Ae 中 的 解析 性 和 一 致 有 界 性 我 们 可 将 (5.7) 中 的 
积分 路 径 从 正 实 轴 移 动 到 任意 射线 po"，0<p< co 和 165| 生 3。 
”对 :之 0， 移 动 积分 路 径 到 射 线 pe ”并 估计 其 积分 我 们 得 
到 


Ro + iT; A)x|| <| poe Os ar sin 9C; \|x|| de 
0 


< c jix 


C 
< 1 
>œ ecos 6’ +7 sin ð OT Ill. 


类 似 地 对 于 +<0 我 们 移动 积分 路 径 到 射线 pe 并 且 得 到 


|R +ir, Als- C .因此 (5.3) 成 立 。 


7’ 

()=(c) 因为 由 假设 4 是 一 个 C。 半 群 的 无 穷 小 生成 
元 ， 所 以 我 们 有 |IRO5 .41 入 MUVReX， 对 于 RA>0 成 立 。 
由 (5)， 对 于 RA>0 我 们 有 RO, A) <C/|Im.’, A it 
IRO; AD] <Ci/|A| oF ReaASO Mar, Mo>l, BRAG; A) 
在 和 =co+tz 附近 展开 成 Taylor 级 数 。 


RQ; A)= RO tin, A Co ir- (5.8) 


JFIRE tir, A|| loth] <k<1 这 个 级 数 在 BX) 
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中 收敛 。 在 (5.8) 中 取 ) = Rex+zr 并 利用 (5,3) 我 们 看 到 对 
于 |c- Reh| <Rizr|/C 级 数 在 BOO 中 一 致 收 和 但。 因为 oc>0 
和 k<1 都 是 任意 的 。 所 以 pC4) 包含 所 有 满足 Re<0 和 
[Reh] /[Imh| <1/C 的 和 的 集合 。 特 别 地 ， 


KADD h jarg A| <2 48 } (5.9) 


这 里 8= karctan 工 ，0<5<1。 而 且 在 这 个 区 城中 


1 /C?+i 1 M 


IRAs DISE 


EAS i "TAIT TR 
(5.10) 
由 假设 0Ep(4)， 所 以 4 满足 (c) 。 
(c)=>(@). MRA 满足 (c)， 由 定理 1。7。.7 
Ty =zh-| e RO, Ad (5.11) 
Zi 4 ? 


这 里 7 是 由 两 射线 0c” 和 pe”, O<pcoMZ <I <5 +6 


组 成 的 路 径 ，T 是 这 样 定 向 的 使 得 Im) HRT 递增 。 对 过 0 
积分 (5.11) 在 BORKA. X t 微分 (5.11》 (首先 仅 为 形 
式 地 ) 得 


T? D= f he! RO, Adh (5.12) 
[4 


但 对 每 一 1>0 积分 (5.12) 在 B(X) 中 收敛 ， 因 为 
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ro 


(5.13) 
AIO 的 形式 微分 被 证 明 是 真 的 ， 从 而 TOR t0 可 
微 和 


ATOJ =T O< 对 于 >00 成 立 。 (5.14) 


(2)=>(), AA >0, TO 是 可 微 的 ， 由 引 理 4.5 
WLC = T GJ) 中 志 上 TY a/m 利用 这 一 事实 并 联 同 
(5。14) 和 hesr, RTA 


Tool <( ce ) 。 (5.15). 
Pit RNs es EAR 
hed (x) 
TH=TH + TO (5.16) 


mond 


MF | z-t) <k eC) 和 每 一 上 <1 级 数 在 BCX) 中 一 致 收 
S. A TOE A={2, |arg z|< arctan 3/Ce}j 中 是 解析 
的 。 因 为 显然 对 于 实 值 的 2?， TC2)=T(DD。 所 以 TC) 是 
T(t) 在 遍 形 A 上 的 延 拓 。 根 据 (2) 的 解析 性 知 TWEE 
群 性 质 ， 且 从 (5。.16) 可 见 当 220 (在 A 中) 时 ，T (2)x->X。 
最 后 ， 缩 小 扇形 4 到 每 一 个 闭 子 扇形 A= {fz，| argz | 
<arctan(1/Ce) - }RNBMITONE A 中 是 一 致 有 界 的 。 
证 毕 。 

在 定理 5。2 的 叙述 中 出 现 的 不 同 常数 间 有 一 些 关 系 ， 这 
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可 通过 仔细 检验 证 明 中 的 细节 而 发 现 。 特 别 地 ， 象 我 们 在 定 
理 氢 述 之 前 已 经 提 到 的 ， 在 (5.4) 中 的 6 和 在 定理 (4) 部 分 中 
的 $ 相 同 。 这 容易 通过 检验 积分 (5.11)? 和 (3?.412) 的 收敛 区 域 
得 到 。 

在 定理 的 (4)=>(4》 的 部 分 我 们 已 经 看 到 如 果 (ATO 
志 C/t， 则 TC) 能 延 拓 为 在 一 个 环绕 正 实 轴 的 扇形 中 的 一 个 
解析 半 群 。 如 果 常 数 C 是 充分 小 ， 则 扇形 的 业 角 将 变 成 大 于 
2x。 由 此 T(t) BES FRR. PSUR, MT A 
是 有 界 的 ， 更 确切 地 我 们 有 

定理 5.3 设 T() 是 一 个 对 (>0 可 微 的 Ci BR, AB 
了 (四 的 无 穷 小 生成 元 。 如 果 


lim sup 中 4T(D1 < 二 (5.17) 
19 


则 4 是 一 个 有 界线 性 算 子 和 工 ( 蕊 可 以 解析 地 延 拓 到 整个 复 平 
面 。 
证 明 由 (5。17) 得 
tim sup | T (G) 


因此 对 于 某 一 8> 0， 级 数 


{4 
I<. 


T) = y -TCD 


n 


_o @-t w(i 
=u 四 可 (¿r 的 ) 
对 于 |z 一 证 /1<1+6 依 一 致 算 子 拓扑 收 义 。 但 这 个 定义 域 作 
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为 一 个 内 点 包含 原点 。 因 此 limll7(D 一 州 =0。 由 定理 1,1.2 


这 推出 4 是 有 界 的 。 显 然 ， 一 个 有 界线 性 算 子 生成 一 个 能 解 
析 延 拓 到 整个 复 平面 的 半 群 T()。 
例 5.4 设 X=1。， 对 每 一 4= {4,} El， 设 
T(tha={e-" a,} | (5418) 


显然 由 (5.18) 定 义 的 TOE X 上 的 一 个 C 半 群 ， 其 无 穷 小 

生成 元 4 定义 在 DCAD ={{9,}，{na,} Ch} LAINE EC DCA) 
A{a,} = {= na}, 

且 


| AT (2)|| =} supcnte“) = 了 . 
t 2 te 
因此 
lim sup 工 AT (é)|| = i 
10 t e 


因为 A 是 无 界 的 ， 这 个 例子 表明 定理 5。3 中 常数 1/e 是 最 佳 
的 。 

一 个 Cu 半 群 的 无 穷 小 生成 元 4 的 特征 往往 仅 包含 RG A 
对 实 值 的 的 估计 《如 见 定理 1.3.1 和 1.5,2) ， 而 在 一 个 解析 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特征 中 我 们 在 定理 中 用 了 RO, A3 
》 的 复 值 的 估计 。 我 们 的 下 一 个 定理 给 出 一 个 RGs ADIL 
据 》 的 SE 值 的 估计 所 刻 刘 的 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 特 
征 。 

定理 5.5 设 4 是 一 个 满足 ITCDO|l<ae" 的 Cy 
TOMEI MERIC. MTO 是 解析 的 当 且 仅 当 存在 常数 
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C>0 和 ADO 使 得 


ARG, Ay) << WAS nA, n=1, 2, RY. 


(5.19) 

证 明 首先 我 们 注意 ， 由 定理 5。2 易 得 T(i》 是 解析 的 

当 且 仅 当 它 对 >0 是 可 微 的 和 存在 常数 C.>0 和 wi>0 使 
得 


||AT (|< a eu’ 对 于 ESO 成 立 。 (5.20) 


如 果 4 满足 (5*19)， 则 对 bond 和 xE D MRNA 


JAR Gs Ax] RO, Amd- E al 6621) 
选取 CIMU = -代入 (5.21) 中 我 们 得 到 


A(t (Ss ays] afte, a) | 


<“ Ix, HF xED(4) 成 立 。 
让 4 一 coo， 由 定理 1.8,3 和 4 的 闲 性 得 
JATO GI 对 于 xEDC4)，0<t< 二 成 立 。 
(5022) 


因为 DC4) 在 X 中 稠密 和 4TCt) 是 闭 的 ， 所 以 对 每 一 xEX。 
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(5022) Rar, ARERR Ci>0 和 oli>>0 使 得 (3。20) 成 
立 ， 从 而 了 (是 解析 的 。 
有 反之， 我 们 对 入微 分 公式 
RQ; Aye font T(t) xdt 
0 
n 次 得 到 
RQ; A)*x=(-1)" IRAs At x 


=o f P e-u Tey xdt, (5.23) 
0 
用 4 作用 到 (5。33) 的 两 边 并 用 (5。20) 估 计 右 端 得 
mlARCh, A> tix <C{ | tot ea- dt ix 
ARG, Arnal <c(] r= e ) 


Ca 
(A- o)" 


因此 对 A> nA 


Cn ~—1)!llxll,. 


ne O (1 Vc 
ARGS ASS or) <a 
An 
到 目前 为 止 在 本 节 所 给 的 解析 半 群 的 特征 都 是 基于 关于 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 4 的 条 件 或 者 关于 4 的 预 解 式 的 条 件 。 
一 个 解析 半 群 的 不 同类 型 的 特征 是 基于 T(t) 在 其 谱 半 径 附 近 
的 性 态 ， 这 就 是 我 们 要 给 出 的 以 下 定理 。 
定理 5.6 对 于 一 个 一 致 有 界 Co FR TOUT REE 
等 价 的 
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《ca) 了 (在 一 个 环绕 非 负 实 轴 的 扁 形 中 是 解析 的 。， 
(>) 对 每 一 复数 t, C1, |[C|>1 PEERS KM ô 
使 得 CET ()) 
(CE -TO))AW<K, WF 0<t<6 成 立 。 (5.23) 
O “存在 一 个 复数 5，15| =1 BRIER RK 和 6 使 得 


| I- Ty) x} > |x], WE KEX, O<t<d 成 立 。 
K (5424) 


证 明 (MS) 设 工 (在 一 个 环绕 非 负 实 轴 的 扇形 中 
是 解析 的 。 由 定理 5.2 和 1.7.7 对 t>0 


TO=- f e RO, Adh, 
2x1 n 
ELT 是 由 两 射线 pe, 5 <A<a, <a, P> pe’ 


-2< h< FZ, P> 及 一 条 在 预 解 集 内 连接 e" 和 e 的 曲 
RAR. T ERRED ES Im 沿 着 TAM, 
作 变 量 代 换 z = At， 我 们 得 到 


T@= | ezl- tA) “dz (5.25) 


给 定 Cut, |ol1, Bre b> 0 使 得 当 |?| 专 6 HM, e 
对 于 O<t<d 积分 路 径 卫 可 以 不 依赖 于 t 的 这 种 选择 ， 使 
得 对 所 有 在 上 和 在 了 左边 的 ze 二 和 对 已 经 如 此 选择 的 
SMT 及 0<t<6， 我们 定义 
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BŒ) = ae EEE- tA)-ldz, (5.26) 
ant J, 


这 个 积分 依 一 致 算 子 拓扑 收敛 ， 因 此 定义 了 一 个 有 界线 性 算 
F Bt), AED ERNE || GI tA <Milz[-', Are 


BOISE | ten" | + [dela 


因为 em ele- 在 工 上 和 左 达 是 解析 的 ， 所 以 当 

Rez 一 ~ oo 时， 它们 迅速 趋 于 零 。 又 因为 ee 一-1= 

e+e- i, H Dunford-Taylor 的 算 子 演算 我 们 得 到 
TOBE) = T(t) + EBC), 


”由 此 推出 
d- BEÐÉI-TO)) = (CI-TC)) BCG) = 6 
(5.28) 
因此 
GI- T) =U ~ B)) 
和 
1 一 人 工 (区 7) |<] Co] a+ MM”), (5029) 
(5)= 坟 (0) 是 平凡 的 。 


(Oo 全 (2)。 以 和 = -ia(a 是 实 的 ) 代入 (2.3) 我 们 有 
? 
e-~” T(x- x -| e- TCs) (A -ial)xds, 
0 
对 于 x€ D(A) RIE. + (5.30) 


AAITO| <M, G30 JEH 
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ITO- e Dx <M A- iaxe (5.31) 
如 果 e= =l, 0>0, MHRRORNA 
Kx SITO -et™ Dx] <Mt(A+ial)x|| 
<M6|a|-}||(A+ial)x\|, (5.32) 
HEH . 
|| (A ial x| > fa] CKMO) 1, (5.33) 
因此 Atil 是 一 对 一 的 和 有 闭 值 域 。 现 在 我 们 将 证 明 它 是 
到 上 的 。 因 为 4 是 一 个 一 致 有 界 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 
所 以 (4- (e 二 io)D”1 PEMA- (se 士 ie)D 下 入 Me R 
每 一 FEX, & 
(A~(Cetiad)x,=f (5.34) 


则 eis Mei BD ex 中 专 必 I 州 。 这 同 G .3 多 一 起 推出 
|(A+ial)x,] <(M +1) (Fl. UA G33) TSB ISC 
因此 

|| (A tial) x,— fl] <ellx,|->0, 24 se 0 时 。 (5435) 


结合 (5,35) 和 (5。33) 我 们 看 到 当 c->0 时 x, 是 一 个 Cauchy 
网 和 x, 一 x。 因 此 (4 士 iDx= 刻 FEil) 的 值 域 是 整 
个 和 和 (5.33) 推 出 

(Axia) << 7A" (5.36) 
所 以 由 定理 5.2(b) 这 推出 T( 力 可 以 解析 地 延 拓 到 一 个 环绕 非 
负 实 轴 的 扇形 4 A. 

推论 5.7 设 T() 是 一 个 Co 半 群 。 如 果 
lim sup||I ~ T (2)|<2, . (5。37) 
‘$0 
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WTO 在 一 个 环绕 非 负 实 轩 的 局 形 中 是 解析 的 。 


证 明 由 (5.37) 存 在 5>0 和 e>0 使 得 
-T@||<2-e, WF O<t<6 成 立 。 (5.38) 
然而 
[C= 1- TG) xl >2I lx] - | - TE) 
之 ae， 对 于 O<t<d 成 立 


对 于 《= 一 1 FA HS OCC) EMT ORRIN, 

推论 5.7 表 硼 盯 一 T(t 在 t=0 的 某 种 性 态 能 导出 TO 
在 一 个 环绕 非 负 实 轴 的 角 域 中 的 解析 性 。 这 自然 要 AAS 
T(b 的 解析 性 理 负 (5.37)。 解 答 一 般 是 否定 的 ， 然 而 在 某 种 
限制 性 假设 下 它 是 对 的 ， 这 方面 的 一 个 简单 结果 是 

推论 5.8 设 T() 是 一 个 一 致 矶 Banach 空间 X 中 的 
收缩 半 群 ， 则 
lim supll ~ TOHI. (5-39) 


ER ASTOR—-AMBLM, MUITOS, 
如 果 
limi- T@)|| = 2 
#30 


则 存在 序列 x, Ft, 使 得 | =1， 纪 一 0 和 


1G- Tx)>2- (5.40) 


n 


HAITE, BRD CSe40yM XH) — Be Pee 
1+ TTC),l—>0, 当 n—»co ff, (5641) 


{AX MES 600) AG. APG 39) Kae. 
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$2.6 HAFSAH 


在 本 节 我 们 定义 某 种 无 界线 性 算 子 的 分 数 守 并 研究 它们 

的 一 些 性 质 。 我 们 仅 集中 讨论 ~ 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 

生成 元 的 算 子 4 NDB, APART PREMIER SB 

的 解 的 研究 。 l 
为 了 给 出 分 数 寡 的 定义 我 们 将 作 下 面 的 假设 。 
假设 661 设 4 是 一 个 稠 定义 的 闭 线性 算 子 。 

P(A) Dl+={h, O<w<larg A <x}, (6.1). 


KEV 是 零 的 一 个 邻 域 ， 并 且 


IRs DIS Ses BER (642) 


如 果 M=1 RM O=5, I-A BP Co 半 群 的 无 穷 小 


生成 元 。 如 果 < 也， 则 由 定理 5,2 知 ~ A NRE 


的 无 穷 小 生成 元 。 为 方便 起 见 ， 假 设 0Ep(4)， 因 此 零 的 一 
个 邻 域 7 在 pC4) 中 。 我 们 在 本 节 将 得 到 的 关于 分 数 寡 的 大 部 
分 结果 即使 OF CA) 也 仍然 成 立 。 

对 于 满足 假设 6.1 的 算 子 AM %> 0 我 们 定义 


A-*= 1 | z4 -2zI)-idz, (6.3) 
2nt J | 
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这 里 路 径 C 取 在 4 的 预 解 集中 ， 对 于 @<6<zy， 它 从 oe 
Zijo, FBIM SAM ELS, WAS *-“ 对 于 EX 
值 的 zx 取 正 值 。 对 每 个 se> 0 积分 (6.3) 依 一 致 算 子 拓扑 收敛 ， 
因此 它 定义 了 一 个 有 界线 性 算 子 4-“。 如 果 can, WR, 
数 在 3+ 中 是 解析 的 ， 并 且 容 易 验 证 积分 路 径 C 能 变 成 环绕 
原点 的 一 个 小 园 周 。 然 后 由 残 数 定理 推出 积分 等 于 4-"。 因 
此 对 于 正 整 数 的 4 定义 6.3 和 (4-1)" 的 二 典 定 义 相 吻合 。 
对 于 0<ea<1 我 们 可 以 改变 积分 路 径 C 成 为 负 实 轴 的 

上 边 ， 并 得 到 


Ans | G+ Aydt, 0 一 ea <1. (6.4) 
0 


如 果 o<, 即 如 果 -~ 4 是 一 个 解析 举 群 TOW LA) 


生成 元 ， 我 们 还 获得 4 的 另 一 个 表示 。 这 个 表示 非常 有 
用 ， 因 此 在 本 节 的 镜 下 部 分 ， 除 特别 声明 外 ， 我 们 总 假 设 


wo 一 于 、 在 这 种 情况 根据 侵 设 6.1，0Ep(4)， 并 存在 一 个 党 


数 5> 0 使 得 ~ As OL 仍然 是 一 个 解析 灶 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
这 蕴涵 了 以 下 估计 : 


P<) || << Me™, (665) 
JATO |< Mie, 《6。6) 
JAT O| SMe”, (607) 


前 两 个 估计 是 第 5 节 结 果 的 简单 推论 ， 击 (6.7) 从 (6.6) 得 到 。 
因为 
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wro- (ar yH ar (ZI 


Mt lie")"= Mt ren 
另外 ， 我 们 从 (6,5) 得 知 
GI+A)-1= fe T(s)ds (6.8) 
0 
依 一 致 算 子 拓扑 对 ! 宇 0 一 致 收敛 。 将 (6,8) 代 入 (6。 候 并 利用 
Fubini 定理 我 们 有 f 


atn sin ef (f e- T(s)ds Jat 
x 0 0 


- sin za T f -s dt ds 
Sn at | TO(| irera) 


= Sin ze (| du | T(s)ds, 
0 0 


x 
因为 
.Sy — x . 1 
f” edu = sin ma T(a)’ 
最 后 我 们 得 到 — 
1 f papwa 6.9) 
Ate pis TD 本 


这 里 对 每 个 a>0 积分 依 一 臻 算 子 拓扑 收 伍 。 在 O< FH 
形 ， 即 - 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 我 们 将 以 (6。9) 
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作为 &>0 时 4 的 定义 ， 并 且 我 们 定义 ART, 
引 理 6.2 对 于 ac，p6>0 


A-D = AAP, (6.10) 
证 明 
AAs l f “8-1 98-IT HT (s)dtds 
Fa) P(B) jj ( (9 
= 1 et [ — t)8-1T (u) dudt 
Fad FB) | oT 
= -~ -1 (u ~ £)8-! dt \T d 
raves), ¢ m= net dt Tda 
= l | ps-teq ~ pytrig f, u@*8-'T (ny 
rere) Goreme (Wau 
~ 1T erp du = A~(@+8) 
CETS fa T (udu 。 
引 理 6.3 存在 常数 C 使 得 
A-F, HF O<e<1 成 立 。 (6.11) 


WA 对 于 4=0 和 &=1， (6,11) 是 明显 的 。 对 于 
0 一 天 ! 我 们 利用 (647 得 到 
sin XU f 
any 


ja- eI 人 -| 
- 0 


+ sin ma f t-14 T+ Aydi 


RH+ OHS 对 于 OSSI 成 立 。 由 假设 6.1 我 们 有 
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IT+ 4 直入 CI: 对 于 tl 成 立 。 因 此 


a sint(1—a) | | sin Tt . 
le et (Cot ae A 


引 理 6.4 对 每 一 xEX 我 们 有 


lim A-”x=x, (6.12) 
a9 


证 明 首先 假设 XC DCA). AA 0EpC(4)， 我 们 有 
x=Aly 对 于 某 一 yCX 成立。 因此 


oa 
Atx- x= A70- A-w=| -1 \rayy at, 
( r +a) ) 


从 而 利用 (6,3) 得 到 


|4-x- xl] <C, 1 


| Tars” ee dt sef te~* dt 
(6.13) 

对 于 每 一 >0 和 -0<a<<1 成 立 。 给 定 >l, RAM 

如 此 大 使 得 (6,13) 的 右边 的 第 二 项 小 于 e/2。 于 是 对 

xE D(A) RIT 4-"%->x， 当 4 一 0 时 。 因 为 DAE X h 

稠密 ， 所 以 由 引 理 6.3 4-* 是 一 致 有 界 的 。 故 (6.12) 对 一 切 

XEX 成 立 。 

综合 以 上 结果 我 们 有 


推论 6.5 如 果 4 满足 假设 6.T， 其 中 o<F, M AX 


是 一 个 有 界线 性 算 子 的 Co BR, 
51 6-6 由 (6.9) 定 义 的 4-” 是 一 对 一 的 。 
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证 明 -显然 A 是 一 对 一 的 ， 因 此 对 每 一 整数 n> 1, 
A” 是 一 对 一 的 。 设 4ex= 0， 了 其 ne, Dj 4-"x= 
ATH ATx=0, AAWE x=0、 因 此 An? 是 一 对 一 的 。 


定义 6.7 设 4 满足 假设 6.1， 其 中 < 所 。 对 每 一 
a> OR MEN l 


L= (An, (6.14) 
对 a=0, 定义 AP=1, 


在 本 节 的 其 余部 分 我 们 假设 4 满足 假设 6.1， 其 中 “< 子 ， 


在 下 一 个 定理 中 我 们 集中 了 4 的 一 些 简 单 性 质 。 
定理 6-8 HA 由 定义 6.7 所 定义 ， 则 
(4) ”人 是 闭 算 子 具有 定义 域 DA =R(A% =A“ Oy 
ER., l 
(0) a>p>0 HH DUDCD(A), 
(c) 对 每 一 c>0， 了 (4) =X, 
(dD mR a, 8 是 实 的 ， 则 
Ar+px = AAPS, (6615) 


对 每 一 XED(4) 成 立 ， 这 里 vy=max{a, b, a+b). 

证 明 Hes, A 是 有 界 的 ， 因 此 (4) 是 显然 的 ， 如 果 
a>0, AETA, REO EpC4*)、 这 就 推出 4 是 闭 的 。 对 
Fale REER MAA = APAC, ERACE 
了 (4-6)， 由 紫 推 出 (5)。 因 为 由 定理 1,.2,7 对 每 一 =1,2,… 
A D(A) = 和 和 由 (0) 对 a< 有 DA) IDA), MUR 
NAO Ru. MHS @) BA 的 定义 和 引 理 6.2 的 一 个 简 
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单 推论 。 作 为 例子 ， 若 a>d, §>0 和 xe DAA"), Mj 
xED(A*) 和 AP XED), 设 y=A* APs, H) APx= Ay 
和 x= A-PAty= -crpg。 因 此 SEDA A 和 Axs y= 
AAs, ASH xe D(A) ， 我 们 有 xE DAA’) 和 
A% = AAB, 

FEX 6.7 中 我 们 是 用 间接 的 方式 Æ xL. WF 
XED(ACD(A), 0<4<1， 我 们 有 关于 Ax 的 如 下 直接 
公式 

定理 6.9 设 O<a<l, MR xCD(A), Mil 


Arx = Sef i°-1A (41 +A) -ixdt, (6.16) 
0 


证 明 我 们 有 0<1~&<1。 因 此 由 (6,4) 


ex = LES 1-1 + A)-Ixdt, (6617) 
0 


(6.17) ARR RAE >0 是 在 D(A 中 和 
-AGI + 4)-IX 在 [0，co) 上 是 可 微 的 。 因 为 在 =0 附近 ， 
ACI +A!) || BRA ARS. TE f= co 附近 |e Ac + 
A)-'x\|<t-2M||Ax||, IRM EDA, WAXED), 
并 从 4 的 闭 性 我 们 导出 


Ax = ACA'-ix) = Heef CAGI + Ad-ixdt, 
0 


注 ”由 定理 6.9 的 证 明显 然 (6.16) 对 一 切 EDA) 成 
立 ， 这 里 >a, 
定理 6.10 设 0<a<1， 则 存在 常数 Co> 0 使 得 对 一 切 
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xEDAA 0>0, BITE 
||A*x || <C, Co" ||| + 0°71 |]. Ax ||) (6.18) 
和 
Ax || SZC glx ||} || Axl", (6619) 
证 明 ”根据 我 们 对 4 的 假设 ， 存 在 常数 M WR t>o 
WEIG +A <M/4 如果 x*ED(4)， 则 内 定理 6.9 


jaeja |S | ea Ay le 
0 


+ S| yc al 


See la + M)p* |x] 


< 
d zæ | 


sin w(1— a) a 
+ | ER [uea] 


SC, ("||| + pA, 


对 于 x=0，(6.19) 是 显然 的 。 对 于 x80, (6019) (6018) 
取 p= ldxll/ 咱 xl 得 到 。 

推论 6.11 设 B 是 一 个 满足 D(B) 二 D(49 的 闭 线性 算 
fF, O<e<i, Ml 
|Bx||<C|A*x||, 3 — t x € D(A") parr, (6420) 

并 且 存 在 常数 C1 使 得 对 一 切 o> 0 和 xE DCA) 
{| Bx] <C, clx] + pix], (6.21) 
证 明 ”考虑 闭 算 子 BA‘, BH DODDA ， 所 以 
BA“ 定义 在 整个 上 ， 并 根据 闭 图 象 定理 它 是 有 界 的 。 这 

itt 


证 明了 (6.20)。 对 于 xED(4) ，(6,21) 是 (6.20) 和 (6.187 
的 一 个 直接 推论 。 
我 们 在 下 一 个 定理 中 给 出 DBD 的 一 个 充分 条 
件 。 
定理 6-12 设 B 是 一 个 满足 D(BDODAHAREE 
子 。 如 果 对 某 vy, O<v<1 和 每 一 pp>0 我 们 有 
Bx <C Cor ||x|| +o” |Ax]) 对 于 XED(4) 成 立 ， 
(6422) 
则 
DB) 二 D(4)， 对 一 切 Y<&<1 成 立 。 (6.23) 
证 明 设 XE D(AI~*), M AMKED(A CD(S). AN 
3 是 闭 的 ， 所 以 积分 


B4-"x = 


1 (ye. 
t-1BT (ty) xdt 
Ta) | 9 


是 收敛 的 。 但 


_a 1 an "a 
IBA“ < (J: || BT Ct) x dsf: HBT Cxat). 


(6.24) 
因为 了 0) 是 一 个 解析 半 群 ,所 以 对 一 切 {>0，T (2)xE DC4). 
选取 5= pi-!， 在 (6,24) 右 端的 第 一 项 积分 中 对 于 p=#! 和 
在 第 二 项 积分 中 对 于 p= po 应 用 〈6.22)， 并 利用 (6.5) 和 

C6.6)， 我 们 得 到 18B4-"x||<Clxl|。 这 对 所 有 xe DCA) 
成 立 。 因 为 BA 是 闭 的 和 DAS EXHAR, MA 
184-“x| 志 Cll 玉 i 对 一 切 xEX 成 立 。 因 而 DBD, 

能 够 证 明 如 果 4 满足 假设 6.1， 而 对 o 没有 任何 限制 ， 
412 


则 当 ecin, -A 是 一 个 有 界线 性 算 子 Co 半 群 的 无 穷 小 


生成 元 。 如 果 o@< 邯 ， 如 我 们 所 假设 的 ， 则 对 所 有 <el, 


-A 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
定理 6.13 设 -4 是 一 个 解析 半 群 T(t) 的 无 穷 小 生成 
元 。 如 果 0Ep(4)， 则 
(a) TC), X>D(A HY t>0 Al a> 成 立 。 
(b+) ”对 每 一 XED(4")， RITA TOAK= AT Oxe 
O ”对 每 一 i>>0， 算 子 ATORARN, H 


|| A°T C4) || Mi"e (6025) 
(d) 设 O<ex<i 和 xE D(A’), W 
|Z Ctx — x| <Ci Ax] (6.26) 


证 明 我们 关于 4 RRMA 对 %<< 亏 满足 假设 601, 
因此 对 于 «>0, 4 存在 。 因 为 了 (1) 是 解析 的 ， 我 们 有 TC) 
X-| |DC4") cDC4")， 对 每 一 4 之 0 成 立 。 这 就 证 明了 (4)， 


设 LEDA), M x=A“y WH VEX RIA 


TO*x=TDWA Y= Fea | SAT (ST (Dy ds 
0 


=A°T(thy=xAUT(DA* 
FA CO) RR AZo 
因为 A 是 闭 的 ， 所 以 ATC) ORR, HC), ATOR 
处 处 有 定义 的 ， 因 此 由 闭 图 象 定 理 4 人 (1) 是 有 界 的 。 设 
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n=i<a<n, 则 利用 (6。7) 我 们 有 
AT || = Ae" 4 TD 


1 > -Gmt s d 
< Tone) js jA TCE +s)|\as 

Ma S 2 n-am] -n 一 十 3) d 
< Ta f (1 +s) e S 


M, ~ Cel 十 -3 d 
WCET f (+u) u 


最 后 


lrcDx- xl = [arois | 


=| 


f Al-*T (s) A°xds | 
0 


t 
< cf st Atx||ds 
0 


=C, [4° x! 
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§3.1 有 界线 性 算 子 的 扰动 


定理 1.1 XB Banach ER, AX EWE 
ITC) || <Me* 的 Co BRT Ct) 的 无 穷 小 生成 元 。 WR BÆ 
铸 上 有 界线 性 算 子 ， 则 4+B 是 立 上 一 个 满足 1 人 DIM 
eer isle 的 C, BR S(t) 的 无 穷 小 生成 元 。 

证 明 ”由 引 理 1.5。1 和 定理 1.5.3 REX EWR Il 
使 得 对 一 切 EX, xs pi sM TO se 和 对 满 
E A> KA, RAADS- o)-!。 于 是 对 4>o+ |B, 
ARAY BRAA 满足 BRC; A)| <ie 因此 对 于 4>w+ |B], 
I- BR(4 ARTER. $ 
R=R(4;4) U= BRAAD = SRG; AL BRO; ADF (1-1) 


k=0 
则 
QI -A-B)R = (1-BR(A;4))"! 
~ BRQ;A) (I~ BR; A)) “1 =I 


和 
Re (MI - A~B)x= RQ; A) QI- A- Bx 
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+ SROs A LBRO, A) Fla- A- B)x 


kul 


= x-R(h; A) Bx + SICR; A) Bx 


k=1 


— YTROA)BYX=% 


k=2 
对 一 切 xED(4) 成 立 。 因 此 4+8 的 预 解 式 对 *>%+ B 存 
在 ， 并 且 就 是 算 子 R。 此 外 


IQI- A-B)“ = SRO; DEBRA; P| 


<CA-o)7d- IBRC A)| 7! 
< 0-o- [B 
由 推论 1.3.8， 4+B 是 一 个 满足 |SCD| se Fay CLK 
群 S() 的 无 穷 小 生成 元 。 回 到 义 的 原 有 范 数目 .中 我 们 有 
ISG) |< Meo {BY 
现在 我 们 对 由 4 生成 的 半 群 T(t) 和 由 A+B 生成 的 半 
群 S() 间 的 关系 感 兴趣 。 为 此 我 们 考虑 算 子 H(Gs) =TC-s)S 
(9, XEDA =D +B), s>HC)x BARN MH’ (s)x 
=T(t-s)BS(s)x, f HCx 从 0 到 上 上 积分 得 


t 
SCDx= TCx+| T(t- s)BS(s)ds, HF LEDARE (1.2) 
0 


因为 1-2) 两 边 的 算 子 是 有 界 的 ， 所 以 《1。.2) 对 一 切 xEX 
成 立 。 因此 半 群 S) 是 积分 方程 (1.2) 的 一 个 解 。 对 于 该 
积分 方程 我 们 有 
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命题 1*2 ETO 是 满足 TC)I<Me” 的 Co EB, 
B 是 一 个 有 界 算 子 。 则 在 X 上 存在 唯一 的 有 界 算 子 VO, 
1>0， 使 得 对 每 一 XEX，t->VCi)x 在 [0，co) 上 连续 ， 并 
且 


t 
7(Dx=T(ODx+| TU-sSBV(s)ds, HWE XEX wa., (1.3) 
0 


证 明 命 
CD = 了 工作， (1.4) 
并 归纳 定义 ,Ct) 


PetDx= f Tt—s)BV,(s)xds, xEX, nd, (1-5) 
0 


PREX, PA tV, Gx 对 XEX, (0 和 每 一 1 之 0 连续 。 
以 下 我 们 用 归纳 法 证 明 


me <mew Sr (1.6) 


事实 上 ， 对 n=0， 由 我 们 对 TO HRA) 的 定义 知 
(1.6) Ino HBC .6) An 成立 ， 则 由 《1.5) 我 们 有 


S Mer” Bl are A 
0 . 


Merle 


= Me (n+1)! 


因此 (1.6) 对 n>0 成 立 。 定 义 


VO = SVL. (1.7) 


ned 
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由 (人 1.6)， 级 数 (1.7) 依 一 致 算 子 拓扑 在 有 界 区 闻 上 一 致 收敛 。 
因此 t>V @)x 对 每 一 xEX BE. WO, REGU OM 
(1.5)， 对 每 一 xEF7，F (bx 满足 方程 (1.3)。 这 结束 了 存在 
性 的 证 明 。 为 了 证 明 唯 一 性 ， 设 U@®, (20 是 一 族 有 界 算 子 ， 
t>U Wx 对 每 一 XEX 连续 ， 且 


t 
Ud)x=T@xt+] T(t-s)BUCs)xds, HF XEX 成 立 。(1 .8) 
对 
| 0 


从 人 1.2) 减 去 (1.8)， 并 估计 差 得 


+ 


t 
Cty - Ua xI\<J Me*'-" BNT Gs) -UCs)) xllds, (1.) 
0 


但 由 Gronwall 不 等 式 推出 | VO-U@)x|=0, 对 一 切 
t>0 成 立 。 因 此 VG) =U), 

由 命题 1.2 和 由 4+B 生成 的 半 群 3 人 满足 积分 方 程 
(1*2) 的 事实 我 们 立即 得 到 以 下 SO 用 TO 给 出 的 明确 表 
达 式 | 

SO) = 35,0 (1.10) 
其 中 S$, =Td, 
sDx=| T(t-s) BS,(s)xds, xEX, (1.11) 
0 


县 在 (1.10) 中 的 收敛 是 依 一 致 算 子 拓扑 的 。 

关于 TO 和 SC) 间 的 差 我 们 有 

推论 1.3 设 和 A 是 满足 TCODI<Me” 的 Co 半 群 工人 
的 无 穷 小 生成 元 。 又 设 了 是 有 界 算 子 和 S(t) 是 由 4+B 生成 
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BY Co 半 群 ， 则 
Ct) ~ TCH) |< Mee" Fit ty (e12) 
证 明 由 积分 方程 (1。2) 和 定理 11 我 们 有 


[SOx TS TC — elBlels pexas 


< Mee” Blf er B'shxlds 
= Me®(e¥ 12" 1) x), 

本 节 主 要 结果 定理 1.1 表明 一 个 有 界线 性 算 子 B 加 到 一 
YC, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 A 上 不 破坏 4 的 这 种 性 质 。 汶 自 
然 要 问 当 4 被 一 个 有 界线 性 算 子 B 扰动 时 ， 由 4 生成 的 半 
群 T(t) 的 哪些 特殊 性 质 被 保持 。 不 难 指出 如 果 4 是 一 个 紧 
或 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 A+B 亦 然 。 这 里 我 们 将 只 
证 明 关于 紧 半 命 的 论述 。 关 于 解析 半 群 的 论述 将 由 下 一 节 的 
结果 ( 见 推论 2.2〉 推 出 。 

.、 ”命题 1.4 设 4 是 一 个 紧 C, 半 群 TC) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
B 是 一 个 有 界 算 子 ， 则 4+B 是 一 个 紧 C PR TOREN 
小 生成 元 。 

证 明 ”由 定理 2.63.3 MTC) 对 1>0 依 一 致 算 子 拓扑 连 

BMRA, RO; 4) 是 紧 的 。 因 为 


RASATB = YIRO;A)BRO;A)} (1013) 


AIR A>o, IRA; DISMA- 0), HARAS +MIB] +, 
(1-13) Æ B(X) PRR, RAW 1613) 右 端的 每 一 项 是 紧 
B, WUR A>o+MIB]|+1, RG,A+B) 也 是 紧 的 。 由 预 
解 什 等 式 ，R(04+B) 对 一 切 XEp(4A+B) 是 紧 的 。 为 了 证 
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H SO) 是 一 个 紧 半 群 ， 由 定理 2.3,3 RAE SO 对 过 0 
是 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 。 为 此 我 们 注意 如 果 TON >08 
依 一 致 生子 拓扑 连续 的 , 则 每 一 个 由 (1。.11) 定 义 的 算 子 SO 


对 0 是 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 .因为 SGD BY SO 依 


一 致 算 子 拓扑 的 一 致 极限 (在 1 的 有 界 集 上 〉， 所 以 SOX 
1>0 是 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 。 

并 非 半 群 TC) 的 所 有 性 质 对 其 无 穷 小 生成 元 的 有 界 扰动 
都 保持 。 例如 我 们 已 经 知道 如 果 4 是 一 个 半 群 T(i) HEF 
小 生成 元 ， 而 TO 对 i> 是 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 ， 
或 者 对 (>t >0 是 可 微 的 , 或 者 对 >> 是 紧 的 , 则 A+B 
ERRER SO 不 必 有 相应 的 性 质 ， 其 中 3 是 一 个 有 界 算 
子 。 


$3.2 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 扰动 


定理 2-1 设 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ,8B 是 
一 个 满足 DCB) > DCA) 和 
|| Bx||<a||Ax|| + bixi, HF xE DCAD RE. (1.2) 
的 闭 线性 算 子 。 则 存在 正 数 6 使 得 当 0 委 2 委 6 f, A+B 是 
一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
WH ”首先 假设 由 4 ERGER TO 是 一 致 育 界 的 。 
则 对 某 o>0， pAyaz= {iy lar g| < 了 +o} Az Eth, 
IROA) <M fl. BRR BROAD, Hel) 
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对 一 切 XEX 
|| BRA; A) x||<a}|AR (A; A)x]] +b] RO; Axl] 


<a (M +1) |jx + 2M aT ict (2.2) 


选取 starmi Al |h| > 20M 我 们 有 PRO; A) Ste 


因此 算 子 1- BRO, 4) 是 可 逆 的 。 简 单 计算 表明 
I= (A+B))-I= RG;A)CU- -BRQO;4)) `h (2.3) 
因此 对 从 | > 20M 和 lare <5 +O 我 们 从 (2。3) 获得 
[RO;4 +B ISM? A (204) 
由 此 推 包 A+B 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 TO 不 是 一 致 有 界 的 ， 设 ITO|<Me", 考虑 由 
A,= 4- ol 生成 的 半 群 TO, HCD RITE 
[Bx] <al|A,x|| + (aot) ixl, AP x E DCA) Rear, 
因此 由 证 明 的 第 一 部 分 ， 如 果 O<a<6, 则 Ay+B=A+B- 
ol 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 由 此 推出 4+B 也 是 一 
个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
it 在 定理 2.1 中 ， 由 和 A+B 生 成 的 半 群 5(!) 满足 
JSC) |[}<Mei eh, 这 里 lim AQ) =0, 


由 定理 2.1 中 4a=0 的 情况 ， 我 们 得 到 

推论 2.2 ik A 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 如 
果 B 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 则 A+B 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 

从 定理 2.1 的 证 明 易 得 出 以 下 推论 。 
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推理 2.3 设 4 是 一 个 一 致 有 界 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 
元 。 设 B 是 一 个 满足 DODDA) M 
13Bxil<acjll4xl， 对 于 x€ DCA) Raa, (2.5) 


的 闭 算 子 。 则 存在 常数 6 使 得 当 0<e 和 8 时 ， 4+B 是 一 个 
一 致 有 界 解 析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 


推理 2.4 RAE REE Abe. RB 
是 ADARE O<a<i1, D(B)>BCA4), W A+B 是 一 个 解 
析 半 和 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

证 明 AW DCB) > D(A"), BRR D(B-D(A), 
由 推论 2.6 得 
|| Bx] aC pr lx + -Ax Fx EDCA 0>>0 成 立 .(2.6) 
选取 p> 0 充分 大 使 得 Cois, KHE 6 是 在 定 理 2.1 的 叙 
述 趾 所 给 定 的 常数 ， 则 所 证 结果 立刻 从 定理 2.1 推出 。 


§3.3 收编 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 扰动 


我 们 从 一 个 定义 开始 。 

定义 3.1 一 个 耗 散 算 子 4 WERU- 4)=X 时 称 为 
m — ER o 7 l 

如 果 ARER, WMA — u>, ARR, AiR 
4 是 见 - 耗 散 的 ， 则 对 一 切入 >0，R(MT- AD=X, Fi m— Zz 
散 算 子 的 术语 Lumer—Phillips 定理 能 重 述 为 ， 一 个 称 定 义 
NAF 4 是 一 个 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 当 它 是 
m- 耗 散 的 。 
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本 节 主 村 结果 起 以 下 关于 n- 耗 散 算 子 的 找 动 定理 。 
定理 3.2 RAM BEX PHAR, HH DO) 
DDA) 和 对 于 O<t<1, A+B 是 耗 散 的 。 如 果 
|| Bx||<a||Ax\| + Bl1xl|， 对 于 xe DAR, (8.1) 
KB O<a<i, 620, HRH t EED, 1), A+B Bm- 
耗 散 的 ， 则 A+B 对 一 切 ECO, 1] 是 m— 耗 散 的 。 
”证明 我们 将 指出 。 如 果 4+tB Bm 耗 散 的 ， 则 存 
在 与 t 无 关 的 常数 6>0， 使 得 对 一 切 满 足 长 ~- 十 <d wy tE 
[0,41], 4+1B 是 ”一 耗 散 的 。 于 是 在 [0, 1] 上 通过 有 限 次 
扩大 这 种 长 度 为 8 的 放 ~ 耗 获 区 间 即 得 我 们 的 结果 。 
假设 对 某 ECOL, Ati B Æ m- eH, NT A+ 
t BY EAN, ARG) BARU — (A+ tB), RITE IRG) 
<1。 现 在 我 们 证 明 算 子 BRE) 是 一 个 有 界线 性 BF. H 
《3。1) 和 三 角 不 等 式 对 EDA) 我 们 有 
lBx|l<all (A +i0B) x + atoll Bxl] + 8 |x! 
<a||(A+t,B)x|| + el Bxl + Bllxll, 
因此 


a | Ê ixl 
|| Bx S r ILA + tg BYx|| + Ta lx (3.2) 


因为 RU) XDA 和 (ABRED =RE)-1, FRY 
3.2) 8 


[BRED x} SAR Go) -Dx]| + EREDI 
<+ k, 对 一 切 xEX 成 立 。 (3.3) 
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从 而 BRO, BARN. ATR A+B Bm- 耗 散 的 我 们 
将 指出 1~ (ABERA, ARERR X, RN 
有 | 
I~ (A+tB) =I- (A+10B)+ -D 
= (1+ i- BREDIE- (A+ tB). G4 

因此 1- (A+B) ET iayy BMY T+ G)-HBRE) 是 可 
Bay. EI+ COBREN — WR E l- il <A -@) at 
Aaa 的 ATR. 因此 选取 8= (L-a) (dat 
28)~! BEJ, 

定理 3。2 AREN 以 下 简单 的 推论 得 到 应 用 。 

推论 3.3 设 4 是 一 个 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
设 B 是 耗 获 的 ， 满 足 DIB) DCA) 和 l 

|| Bx<||<al| Axi + Blix|, HF EDO 成 立 。 (3.5) 

这 里 O<e<i 和 620, i] A+B 是 一 个 C 收缩 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 


证 明 由 Lumer 一 Phillips 定理 (#32 1.4.3) DCAD 
=X MAB m- 耗 散 的 。 因 此 对 一 切 0<!<1，4+ 纪 是 耗 
me d 这 由 以 下 事实 推出 ， 如 果 A 是 m- 耗 散 的 ， 则 Rec Ax,. 

*><0， 对 一 切 x* EFORT EKE, WME B 是 耗 散 的 
和 和 D(B)>D¢A), WWWEE— xE D(A) PE x EF) 使 得 
Re! Bx, x* <0 和 对 间 一 x*, RecAx+ Bx, x*><0, 由 定理 
3.2 知 A+iB 对 一 切 1E[0,1] 是 rp- 耗 散 的 。 特 别 地 , A+B 
E n-i. AA DC(4+B)=D(4) 在 XX DHE, 所 以 根 
4 Lumer—Phillips 定理 ， A4+B 是 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生 
成 元 。 
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HER, 推论 3.3 能 用 稍微 对 称 的 形式 叙述 如 下 如 
果 4+iB 对 1E[50,1] BHA, DODDA, D(A) =X 
和 (3.5) 成 立 ， 则 或 者 4 和 4+B AARE mn- RER, R 
考 4 和 4+B BAAR m- HH, 

如 果 在 (3.1) 中 用 a=1 RE a<1， 那么 定理 3.2 和 推 
论 3.3 一 站 不成立。 原因 之 一 是 在 这 种 情形 下 A+B 5 不 必 是 
闭 的 。 如 果 4+8 不 是 闲 的 ， 则 它 不 可 能 是 一 个 Co 半 群 的 无 
穷 小 生成 元 。 这 种 情况 的 一 个 简单 例子 是 由 Hilbert 空间 中 
的 自 伴 算 子 ;4 提供 的 。 如 果 i4 是 自 伴 的 ， 则 4 和 -4 都 
E C 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ( 见 定 理 1.10.8) 。 在 定理 

3.2 中 取 B= ~ 4 我 们 得 到 只 有 <=1 和 f=0 的 合计 C.D, 

但 A+B 限制 在 DC4) 上 不 是 闭 的 。 然 而 在 这 个 简单 例子 中 
4+ 8 的 闭 包 ， 邑 在 全 空间 上 的 零 算 子 ， 是 一 个 Co 收缩 半 群 
药 无 穷 小 生成 元 ， 我 们 的 下 一 个 定理 表明 在 某 种 附加 假设 下 
这 总 是 对 的 。 

定理 3.4 KR 4 是 一 个 Cu 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
BR REM BE DCB) DCA) 和 

|Bx'| << Axl + 8x], HF *E DCA) RT, (3.6) 

这 里 GSO 是 一 个 常数 。 如 果 BHM BD BAR MA, 
Q) A+B Qe A+B 是 一 个 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

证 明 因为 4 是 ~ 耗 敬 的，B 是 耗 散 的 和 D(C(3) 忆 
D(A), MUL 4+B 是 耗 获 的 和 稠 定 义 的 ， 因 此 由 定理 1.4.。.5 


A+B 是 可 闭 的 和 其 闭 包 A+B 是 耗 散 的 。 从 而 为 了 证 明 
A+B ZT Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 指 出 Rd- 
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(A+B) =X 就 充分 了 。 因 为 4+B 是 耗 散 的 和 闭 的 ， 由 
定理 1.4.2 知 RC(~( 4+B)) 是 闭 的 ， 因 此 指出 RO(~ 
( 4+B DE X HARRES T. 

设 闪 EX* SI-C 4+B ) 的 值 域 是 “ 直 交 的 ”， 即 (9*、 
z>=0 对 每 一 zER(~( 4+B)) 成 立 。 设 9EX HE |ly* || 
<(y"y>, HHI 3.3 BAB O<t<cl 是 m -~ 耗 散 
的 ， 因 此 方程 

x, — AX, ~ tBx, zy (307) 
对 每 一 0 委 t<1 有 唯一 解 2。 此 外 ， 因 为 A+B 是 耗 散 的 ， 
所 以 有志 上。 从 G3.6) 得 

|| Bx, || << || Ax,|| + Bx <|] C4 + 2B) Xl + EB + Bll, | 

<ly- %,|| + ¢]| Bx, + Bll 


因此 
(1-4) |] Bx,||<|l¥- xl + Blxl< +8) ly (3.8) 
% z* EDCB*), i 
\(z*, (1 -t)Bx,>| = (1-2) [(B*2* ,x,>] 
<(1-1)||B*z*||*|[y|>0, 4 t= 时。 (3,9) 
因为 D(B*) 在 X* 中 稠密 和 由 (3。8)， (1-1) Bx 是 一 至 有 界 
的 ， 因 此 由 (3.9)， 当 1->1 时 ，(E- 2Bx, 弱 收 敛 到 零 。 特 
Bild, H yt 的 取 法 ， 我 们 有 
I|y* ||<<y* ,y> = CY %, — AX, ~ tBX,> 
= (y*, (+t) Bx, 0, 4 toi 时 。 
Biti o* = 0 I~ AB RE X HR, 
设 X 是 一 个 自 反 Banach Sih], TEX 中 的 一 个 可 财 
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的 稠 定义 的 算 子 , 则 如 熟知 的 ，7T* 是 闲 的 和 DC*) 在 X* 中 
稠密 ( 见 引 理 1.10.5)。 因 此 对 于 自 反 Banach 空间 我 们 有 
推论 3.5 i X BAR Banach asia], A 是 X 中 一 个 
Cy 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 设 B 是 耗 散 的 使 得 DODD 
《4) 和 
Bx] saxli + Bxl RF xEDCA) Raz, 


REPS., M A+ BW A+B RX PHC, 收缩 半 群 
无 穷 小 生成 元 。 


§3.4 Trotter 逼近 定理 


本 节 ， 粗 格 地 说 ， 我 们 研究 一 个 半 群 工 (9 关于 其 无 穷 小 
生成 元 4 的 连续 依赖 性 和 4 关于 TC) 的 连续 依赖 性 。 我 们 
”指出 无 穷 小 生成 元 序列 的 收 敏 性 《在 适当 的 意义 下 〉 等 价 于 
相应 半 群 的 收敛 性 。 我 们 从 一 个 引 理 开始 。 

引 理 4.1 设 4 和 8B 分 别 是 C FETON SOKE 
小 生成 元 。 对 每 一 xEX 和 和 Epo(Cd) 门 o(B) 我 们 有 

RQ; DITO) -SC IRC; Ax 
=f SC- SERO, A-R; B) JT Gs)xds (et) 


证 明 对 每 一 XEX MLELA, X BRA > 一 
-SRGO3SB)TCGD)RGO34)x 是 可 微 的 。 通 过 简单 计算 得 到 


-LSC OROSB)TO RO A)x] 
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=S- SE-BROSB) TO) + ROS BTCS) AIR; Ax 
=S- NERA; A-RA; DITO . 


这 里 我 们 利用 了 RO;A)TS)x=T SRO; AX WBS, MO 
到 t 对 最 后 的 方程 积分 即 得 《4.1)。 

后 面 我 们 将 用 记 号 BEG(M,o) $R 一 个 满足 ro | 
<M 的 Cs BRE TOR EINE RIT. 

定理 4.2 BA, A4,6GCM,o), TOMTODRHEBS 
Am A, 生成 的 半 群 ， 则 以 下 命题 等 价 : 

(2) 对 每 一 .XEX 和 Reh>o 的 和， 当 n-o 时 ， 
RO; A xR; AX, 

O 对 每 一 XEX 和 t>, 当 no 时 , T,)x>T Ox, 

Loh, CABS Oke 夺 的 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 

证 明 KAI Om), AR xEX 和 一 个 区 
间 0<#<T， 并 且 考 虑 
ITO -T ODR AGAS ITO (RG; A) -ROA -ROAD 

+ IRCO; A) TOT A] RO A-RA; AYTO] 

=D, + D: + Dz, (4.2) 
因为 对 OKT 有 |T,@) || <Me"", Ah (2) 当 noo 时 ， 
D,>0 在 [0,1] 上 是 一 致 的 。 又 因为 iTO 是 连续 的 ， 所 
以 集合 TOX: 0<i<T} AX ABR, Albino 时 ， 
D3 一 0 在 [0,1] 上 是 一 致 的 。 最 后 对 B= 4。 应 用 引 理 4.1 我 们 
有 

IRO; AD T, -TORA A x| 


<[ ITG- 91 ROA -RAAT yxs 
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< 人 ITE- oI IRA- RGA TEDx ds, 4.3) 
0 


(4.3) 右 端的 被 积 函数 是 由 2M3e2*7(Reh = oll 控制 的 有 
FMA, HAn-on Bars, H Lebesgue 控制 收敛 定理 ，: 
(4.3) 的 右 端 趋 于 零 。 因 此 

lim! RO; A) (Tt) — TOR A Ax] = 0 (4.4) 


并 且 (4.4) 中 的 极限 在 [0,T] 上 是 一 致 的 。 因 为 每 一 xED(4) 
RLS Ry x= RO; Ade 对 某 一 zER, 所 以 从 (4.4) 对 xED(4)， 
当 noo Rf, D:>0 在 [0,T] 上 是 一 致 的 。 于 是 由 (4.2)， 对 
xEDCA 

lim||(T,@2) ~T(@))x| = (4.5) 


H (4.5) aay APR ZELO,T I EB, AW T-TE | 

在 50,7 上 一 致 有 界 和 DUDA X 中 稠密 〈 见 定理 1.2.7) ， 

所 以 对 每 一 XEX，(4。5) 在 [0,T] 上 一 致 成 立 。 故 (a) 一 > (5)。 
HAOR, BWA Red>o, 

WRC; A,)x-RO3 A) x] <f eiT 一 TO))xldi, (4.6) 


当 8 一 co 时， 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ，(4.6) SA 
于 零 。 因 此 (b) 一 > (0). 

注 ”、 从 定理 4.2 的 证 明显 然 (4) 的 一 个 较 弱 的 形式 ， 即 
对 一 切 xEX MK — HEB Reb >o Hy, Y Asoo 时 ， 
RA ADIRA Ax, 5985 HCD), 

我 们 说 一 个 算 子 序列 4, 7 一 收敛 到 一 个 算 子 4， 如 果 对 
HBR, 对 一 切 XEX，R(); 4,)x 一 RO;4)x。 在 定理 4.2 
中 我 们 假设 了 序列 A, 的 ?一 极限 A 存在 和 进一步 假设 了 
AEGCM,w)。 我 们 的 下 一 个 定型 推出 这 些 假设 是 不 必要 的 。 
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定理 4*3 设 4.EGCM,0)， 如 果 存 在 Rel >o H A 使 
得 

(a) 对 每 一 xEX， W nco 时 ，RCOQ0;A)x-> 民 Gh6)x R 

(6) RQ AIRE X aR. 
则 存在 唯一 的 算 子 ACG(M,0) (iB RG) = ROA), 

证 明 不 失 一 般 件 我 们 假设 %=0。 首 先 证 明 当 nn 一 co 时 ，、 
对 一 切 ReX>0 1, RAAD KR BEL, M S= {MN:Re 
A>0, ROA) x 当 no HIS). SRIF. HEA nco 
时 在 RCs Anax 的 收 钱 点 eM RO, A,) fem Taylor 级 
数 ， 则 


ROA) = DI AYR A) (467) 


Fly Eid 125.4 |RU; A) SMe, 所 以 对 所 有 满 
是 e-h Rep) <1 的 和 级 数 (4.7) 依 一 致 算 子 拓扑 收敛 。 
和 而 对 于 满足 B-A] (ReaD <O<1 KH, 收敛 关于 入 是 一 臻 


By, Bea Set 是 ST at RG AD HI Ab AR 


级 数 。 这 就 推出 当 noo Ht, MAPA eA (Rew) <6 
SLA, RA ADX Hue. 因此 集合 3 是 并 的 。 设 入 
是 ”的 一 个 聚 点 和 Rex>0。 给 定 0<9<1， 存在 一 点 WES 
使 每 lk 一 和 | CRe <0<1, 因此 由 证 明 的 第 一 部 分 当 nco 
RT, ROA; ADx BR, MAES, 因此 S 在 Red >0 中 是 相对 
FAR. FER, ES3， 我 们 得 到 S= (:Reh>0}, 
对 等 一 Re >>0 的 人， 我 们 定义 一 个 线性 算 字 RO) 
RG)x= limR Gs A, x, (4.8) 
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显然 
RQ) -RG = -I RORGY), 

对 于 Reh>0 和 Rew>O0 成 立 。 (4.9) 
因此 RO) 是 RA>0 上 的 一 个 伪 预 解 式 〈 见 定义 1.9.1) 。 
因为 对 于 一 个 伪 预 解 式 ，RC) 的 值 域 不 依赖 于 ( 见 引 理 1。2。 
9) ， 所 以 由 (5) 我 们 有 RO) 的 什 域 在 XX PRB. XARA) 
的 定义 显然 oe 
(RO <M (Reh), 对 于 Reh >0, k= 12,… 成 立 。 (4。10) 
转 别 地 ， 对 实 的 ADO 

ARCA 委 到， 对 一 切 A>O 成 立 。 (4.11) 
于 是 由 定理 1.4.4 存在 唯一 的 闭 稠 定义 的 线性 算 子 4 使 得 
RO) = RC;4)。 最 后 由 (4.10) 和 定理 1.5,2 得 AEG(M,0). 
证 毕 。 E 

定理 42 和 4.3 的 一 个 直接 推论 是 下 述 定理 。 

定理 4.4(Trotter 一 Kato) 设 A,CG(M,o), TOE 
半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 是 4。 如 果 对 于 某 一 Rek>o 的 
ho RNA l 

(4) H no Ht, RO; A)R Ax 对 一 切 XEX 成 立 
和 

(b) RAD 的 值 域 在 X 中 稠密 。 
则 存在 唯一 的 算 子 ACCUM, ©) 使 得 RAY =R 4)。 如 
mT) 是 由 4 生成 的 C。 半 群 ， 则 当 nook, T,)x> 
T(x 对 一 切 tO 和 xEX 成 立 ， 且 极限 在 上 的 有 界 区 间 上 
关于 t 是 一 致 的 。 | 

上 述 结果 的 一 个 稍 有 不 同 的 推论 是 下 述 定理 。 

定理 4.5 设 4,EG(M, o), XÈ 

(a) Bno 时 ，4wx->4x 对 一 茹 XED MIL, AB 
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DEX 的 一 个 稠密 子 集 。 
Cb) 存在 Relo>o 的 各 ,使 得 (U1 一 4)D 4 hi 
则 4 的 闭 包 AREG, o) m, WR T, MTO 分 别 
是 由 A 和 4 生成 的 Cu 半 群 ， 则 
“lim T,(t)= T(x, HF t> 和 xEX 成 立 ，(4.12) 
并 且 (4.12) 中 的 极限 在 t 的 有 界 区 间 上 关于 上 是 一 致 的 。 
证 明 iky ED, x= UI Ay 和 x= (1 一 Ady, 因为 当 
n->co ft, A,y>Ay, 所 以 X,>x, XBW RASM (Re 
4 一 wo), 所 以 
lim R(A,; A, x=lim(RGU,; A, (X= x) +4) =Y, (4.13) 
BURG; A,) 在 Al- 4 的 值 域 中 收敛 。 但 由 CO) 这 个 值 域 在 
X RAE, FERRI Be RG; All ÆRA R. A 
此 对 每 一 xEX, RO A X He SF 设 ' 
lim RO 34,)x=RO,)%, (4.14) 
(4.13), RG») 的 值 域 包含 D, HWE X 中 稠密 。 定理 4.3 
推出 存在 一 个 算 子 A CGM, o) 满足 RO0)=ROG4)。 为 
了 结束 证 明 我 们 指出 A = 4/。 设 xED， 则 
lim RAPA Qd- A)x= ROOT 一 4)x。 (4.15) 
另 一 方面 当 noo 时 
ROA AD Chol — Ax R Og An) Al- A 
+ RAG;A) (A, = Ax 
=x + ROA.) (A, — A)¥>X, 
因为 IRA 4 || 是 一 致 有 界 的 , 且 对 XED，4,x->A4x， 因 此 
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RQ 3A’) Gl -4)x=X 对 于 xED 成 立 。 (40 16) 
但 (4。16) 推 出 4/xX= Ax 对 于 XED Raz, At A’ >A, A 
AA 是 闭 的 ， 所 以 4 是 可 闭 的 。 以 下 我 们 证 明 424’, 
Ky =A’x’, AAAI -4)D EX BAR, 存在 序列 XED 
使 得 
Yn = Chol — A!) X= Chol — A) Xp gx’ =y’ 


= (AL ~A’)x’, 24 n> By, (4.17) 
因此 
x= RAGA’ YY > RAG A Cal ~— Al) x! 
=x, 当 n> 时 ， (4.18) 
和 
AX, =Ma hny, YY ?一 co 时 。 (4.19) 


Fa (4.18) (4.19 y = Ax’ fo ADA’S WA =A’, 
定理 的 其 余 论 断 直 接 由 定理 4.4 推出 。 


§3.5 一 个 一 般 的 表示 定理 
用 上 一 节 的 结果 我 们 将 在 这 一 节 得 到 一 个 表示 定理 。 它 
大 大 地 推广 了 1。8 节 的 结果 ， 我 们 从 一 个 预备 估计 开始 。 
引 理 5.1 设 工 是 一 个 有 界线 性 算 子 满足 
TMN:, k=1,2, (5.1) 
XE N<, MEn 我 们 有 | 
le "x— Tx SMN" -e-n (N ~ 12+ aN)? Ix-Tx!|, 
(5.2) 
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ER kk, n20 是 整数 。 mR kn, il 
|T'x = Trxl| = $ y Tx- Tix | 
Jen 
<M|x- Tx] > Ni < (k-n) MN" x — Tx} 
doa 
< k-n] MN™*1 |x — Tj|, (5.3) 
从 估计 (5.3) RF kA n 的 对 称 性 显然 (3.3) 对 n>>k 亦 成 立 。 
对 于 k=n 我 们 有 等 式 。 因 此 对 所 有 昔 数 k, n>0 ODRE. 
现在 


e 7-2% = Ti) =| eS Tx Ta 


e- Z i Tix 一 工 "xl 
<MN*-1{\x— Tx] e~ LE lt-nl 5.4) 
k= 


利用 Cauchy—Schwartz FERRME 
z Ny (tN) 
EP n= (ER) 


k=0 


(ZS CN) (n~ a È = eC (n= Ni)? + N1)? 。 
0 


(5.5) 
综合 (5.4) 和 (5.5) 我 们 得 到 
ijeF-x = Tex|| <MNe UL (n— NI? + Nt TÈ |x- Tx 
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i (506) 
在 (5.6) 中 以 t=n RA 我 们 得 到 Ge2), 


注 函数 ee- 是 微分 方程 GL = (7 一 D%, u(y =x 
的 解 。T'x 是 这 个 方程 的 解 的 步 长 为 1 的 多 项 式 逼近 , 即 Tx 
是 以 下 差分 方程 的 解 

uG- uG = (T-DuQ), a0) =x, 

推论 5.2 如 果 工 在 了 上 是 非 扩张 的 ， 即 ITI<1, W 

对 每 一 n 之 0 RING 


[et-re Tx nl Tl, 6D 

现在 我 们 转向 表示 定理 。 
定理 5-3 设 F(Co)，p>0 是 一 族 有 线 界 性 算 子 满足 
[F (KME, k=1,2, (548) 


WEE O>0MM>1 Ry, RDBXH-+HEFRA 
lim PEx- x)= Ax, MF xE 成 立 。 (5.9) 
如 果 对 某 一 Reo WH hog Ad- AD EX HH SB, 则 4 
EWM, HAMS 4 EG(M,w)。 此 外 如 果 T(t) 是 由 
A 生成 的 Co 半 群 , 则 对 每 一 满足 hp 一 ! 的 正 整数 序 D ka 

co 我 们 有 
lim Fp) x = 了 (1)x, 对 于 XEX 成 立 。 (5。10) 
同时 对 每 一 n 选取 ok, st, (S010) 中 的 极限 在 1 的 有 界 区 
HEEN 
证 胡 ”对 于 p>0 SRARAF Asmi- 这 
些 算 子 是 满足 
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ISi) \ <y 1G) EG <mexo£ cer? 一 1) \ 


的 一 致 连续 半 群 5 a(t) 的 无 穷 小 生成 元 。 设 e>0 使 得 R> 

Oe 和 Po>0 AW O<p<p, Fe" -1l)p <orte, Ml 
|S, (2) || <Me@*"" 对 于 O<p<py 成 立 。 
由 定理 4.5，4 是 可 闭 的 和 4 EGM, o+., WETO 是 
由 4 生成 的 半 群 ， 则 由 定理 4.5 进一步 推出 
[S,Ox—LC)x||->0, 4 D->0 时 ， (5.11) 
在 上 的 有 办 区间 上 是 一 致 的 。 
另 一 方面 ， 从 引 理 5*1 得 


[Son CPnhtn) x — F(p,) * "x| <Mexp{ wp, Ck, ~1) +e" "+1)k,}« 


| E(x- x 


CAC — 1)? + k Ee p, o P 


. 


选取 xED, Pr >0, ka > OO 使 得 Paukut, 显然 当 n> 时 ， 
Pakny m Cen Lkn 和 Pa! lE (0,)% Xl 保持 有 界 。 因此 我 们 有 
|S, (Onka) x — F (0,)*x|| <Gp,'/2>0, H noo 时 。 (5412) 
ç 


如 果 m= 2/io， 那么 对 于 OST 可 选取 常数 C 不 依赖 于 t 
在 这 种 情况 就 推出 〈5.12》 中 的 收敛 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 
对 x#ED 我 们 有 

[TEx -FDX <TC S, CX + lS Cx— Sp, Care) | 


we 


+ Spo, EPn) x +E n) x|] = l+ I+ Ts, 


由 (S11) #0 (5.12) 当 n>œ kf, 0 M1;>0, ATG 
4 n-> Q. 时 ， I,>0, RIVER, WF *ED, 0<t<l, yn 
充分 大 时 我 们 有 
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15.60% Sp, (Oka) Meee le poky | EXE | 
一 >0， 当 nco 时 | 
WR a= t/ha M [二 0。 这 结束 了 对 x ED (5.10) 的 证 骨 。 
因为 DX HBS ITO- FOD 是 一 致 有 界 的 ， 因 
此 对 每 一 xEX，(5,10) 成 立 。 
Ba, MEF e>0, HA ARR RTO 满 
R |P@||<Mee""", Wie TO 也 满足 IPO | <Me* mA 
EG(M,o), 
推论 5-4 设 FCP), p>0 是 一 族 有 界线 性 算 了 满足 
\F(o)*||<Me. "eke 1,2, (5.13) 
对 某 常 数 OF0 和 MM 之 1 成 立 。 设 4 是 一 个 Co ETOR 
无 穷 小 生成 元 。 如 果 - 
PLF (P) x =x) Ax, 4 p—>0 时 ，- 
对 每 一 XED(4) 成 立 。 (5.14) 
则 


T (Dx = lim F(+) x， 对 于 XOX Wr, (5.15) 


HERRE tKHARKA LAB. . 

证 明 因为 4 是 一 个 6 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 所 以 它 
是 闭 的 和 对 充分 大 的 实数 i M—A 的 值 域 是 整个 。 因此 
由 定理 5。3 即 得 我 们 的 结果 。 

作为 推论 5.4 的 一 个 简单 推论 ， 我 们 能 证 朋 指教 公式 


Tox=tim(1- ŻA) x, 对 于 xEX 成 立 。 (5.16) 
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这 里 TD) 是 一 个 C6 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 元 。 这 个 公式 
已 经 用 不 同 的 方法 在 定 到 1.8。3 中 证 明了 。 


为 了 证 明 (5.16) 假设 4EG(M,w) 和 对 于 0<p< 二 命 


F (p= (1-pA)-1= 5 R( 734), 出 定理 1.5。3 得 


[E] <M (= po) "< Mer 
对 于 0 充分 小 成 立 。 又 由 引 理 1.3.2, WR xEDCA), Ml 


SFO) -I)x= A (+ R(Ł, 4 Jz) Ax, 


因此 Fe) =U -pA)! 满足 推论 3,4 的 条 件 。 于 是 (5,16) 是 
这 个 推论 的 一 个 直接 系 。 
推论 5.5 设 A EGM; 0;)s 7=1,2,++k 和 SE) 是 由 


A, 生成 的 半 群 。 设 | 1D(4p 在 和 中 稠密 和 

| S100 S20 SE << Me™, n=1,2, (5.17) 
对 某 常数 Mel 和 o> 成立。 如 果 对 于 某 - Reh>o 的》 
M- (Ay+ Apso Ay) .的 值 域 在 中 稠密 , 则 Aye Agee + A, 


EGM, o), mR s@ 是 由 41+4s+…+A 生成 的 半 群 ， 那 
么 我 们 有 


scowatin( (Ea) Ee Exe mr, 


(5.18) 
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并 且 极 限 在 上 的 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 


， 、 
证 明 命 FGD =SiOSO) SOA YP SO =Si。 


iwl 


HOO. HF *E[ | DA) M10 我 们 有 


FW@x-x Sn SCDx-x 
Fone -i (Ñ so) SO 


j=1 i=l 
—> (At Apt + Adm (5019) 
于 是 所 证 结果 直接 由 定理 ?.3 推出 。 
推论 3。 是 解 偏 微 分 方程 的 分 式 步 长 方法 的 一 种 抽象 形 
式 。 这 种 方法 的 思想 如 下 ， 为 了 解 初 值 问 题 


du 


Ji = (A, + Azt ee + Au, (0) = XxX, (5.20) 
我 们 仅 需 要 解 上 个 较 简单 的 问题 
hs Ajus UO) = yg 7 =1,200+,k, (5-21) 


并 且 按 照 5.18) AS G21) 的 解 就 得 到 (5.20) 的 解 。 
“交错 方向 ”法 也 是 这 种 一 般 抽 象 结果 的 一 种 特 珠 情形 。 
我 们 以 同 推 论 5.5 类 似 的 对 于 (3.20) 的 后 向 差分 还 近 的 
结果 来 结束 本 节 。 
推论 5-6 设 4EGU ownD，71= 112 如果 Ait 
Ag ++ +A,EGM,o) 和 
Cd -t4y:) “1 ~ tA, e d= tA, 1] Me™, 
n=l, 2,-, l (5.22) 
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WH 4 + 4 + …+ 水 生成 的 半 群 SCO 如 下 给 出 


swx=lim[ ( 1- £4) (1- £4) -( I- ta) |x, 
对 一 切 XEX 成 立 。 (5.23) 


证 明 命 FQ) = atA Ae tA) e -tAE 


Wy a-y. YF ve (p= D (A, + Az, ++ 7+ AD 


jet 


和 t>0 我 们 有 


Foxx “(it (-tA)- 1) Ce lx — x 


int 


——> (A, + 4, + --ADX, (5.24) 
这 里 我 们 利用 了 这 样 的 事实 : ME 4EGCM,w)， 则 当 t-0 
时 ，( -14)-1y->9 对 一 切 #EX RER U -tA 
一 Ax 对 xED(4) 成 立 。 于 是 所 证 结果 直接 由 推论 5.4 推 出 。 


$3.6 ”离散 半 群 的 逼近 


在 末节 ， 我 们 利用 一 不 例子 指出 前 面 的 结果 怎样 通过 差 
分 方程 能 够 应 用 于 获得 篇 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 。 
这 里 我 们 所 提供 的 结果 在 这 样 的 意义 下 是 相当 特 殊 的 ， 
即 较 强 的 类 似 结果 甚至 谋 稍 弱 的 条 件 下 可 以 得 双 。 内 为 我 们 
在 这 里 的 目的 仅 是 举例 说 明 方 法 ， 所 以 我 们 宁愿 给 出 一 些 多 
余 的 假设 (如 以 下 假设 6.1 的 (iv) 部 分 ) 以 避免 某 些 技术 细节 。 
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设 X MX, Banach 空间 ， 分别 具有 范 数 | | 和 Moline 
我 们 将 使 用 以 下 假设 

假设 6.1 We—n>1 存在 有 界线 性 算 于 了 ， :X-> 久 ,和 
局 有 一 > 六 使 得 

GD PSN, [ESN N aN’ 不 依赖 于 n. 

Gi) |P >|xll， 当 n->co 时 对 一 切 xEX 成 立 。 

(iii) JE,P.x-xl|>0, 4 n= 时 对 一 切 XEX 成 立 。 

Civ) Pf, = I, 这 里 I, 是 Xa 上 的 Beary, 

例 6.2 设 XX=BU(L - coyco 了 是 所 有 定义 在 尺 上 的 有 
界 的 一 致 连续 实 值 函数 的 空间 。 设 X,=5 是 所 有 有 界 的 实 序 
列 {Cs)}*._。 的 空间 。 两 个 空间 BUC - co, col) 和 8 都 
RARE LAAT. 我 们 定义 Pf (x) = {fA} -as 
则 P, 显然 是 线性 的 和 |P 和 1， 由 范 数 的 定义 和 并 的 元素 
的 一 致 连续 性 ， (ii) 被 满足 是 显 AW. 取 已 为 这 样 的 线 
性 算 子 , 它 映 一 个 序列 {Ci}?.-。 为 这 样 的 BH FOO, 
它 在 点 *= Ë 等 于 C 和 在 任意 两 个 相 邻 点 和 人 1 之 
间 是 线性 的 ， 我 们 得 到 ENKI. 显然 P EIn i XH 
元 素 的 一 致 连续 性 和 En P, 的 定义 知 (iii) 成 立 。 

定义 63 称 一 个 序列 x,EX， 收敛 到 EX, mE 

|P,X~ Xs->0， 当 n 时 ， (6。1) 

这 种 类 型 的 收敛 在 不 至 引起 混淆 时 将 用 xx 或 者 limx, =x 
表示 。 | 

注意 这 种 收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 。 事 实 上 ,如 果 xx 
和 X,Y, 则 
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jx- yll = lim IP.Cx -ll 
<lim||P,x«-x,}|, + lim||||x,—- Pyll E 0, 


定义 6-4 ” 称 一 个 线性 算 子 序列 AX, X, KAI 
个 算 于 4 : X->X， 如 果 


D(A) = {x: Px EDCA), 4sPx HS} (642) 
和 
Ax=lim 4Prx 对 于 LEDD Re (6,3) 


我 们 将 用 Lo >A 表示 这 种 类 型 的 收敛 。 
注意 A >A 意味 着 对 每 一 xED(4) 
4.Px 一 Po4xj 一 0， 当 N—> 0 时 。 (6.4) 


引 理 6.5 设 {xe 是 区 中 的 一 个 Cauchy 列 。 如 
果 对 每 一 固定 的 k, 4 no kf, xbox eX CHEM 6.3 的 
意义 下 ) WÄ k> 时 ，Xx: 一 X, EX RF n 是 一 致 的 。 则 二 
重 极限 存在 和 
lim x,=limx'=xEX (6.5) 


证 明 首先 我 们 证 明 < 是 X 中 的 一 个 收敛 序列 ， 我 们 
有 ) 
[PA Paxla Pa = tlle ls = lt lt = Pelli 
给 定 *>0， 我 们 选取 k, I>K E) 使 得 e-a ll<e/6 对 一 
切 n 成 立 。 然 后 我 们 选取 m= my (kD 充分 大 使 得 |P- 
对 ,<e/6 和 xë- x |< |P t -xat e/2 对 一 切 m>m 成 
立 。 因 此 对 于 k, I>K (0), AR n>m G, D 我 们 有 -xl 
<e, ATH kco 时 ，%->x。 其 次 我 们 证 明 lim x,= x。 事 


实 上 ， 
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|| PX ~ Xolls lP — Px! ||, + Pc — x4] + [lt xla 
<N||x ~ x! || + [Ppt ~ xt, xs ~ Kaline 
给 定 >>0， 我 们 首先 选取 并 固定 充分 大 使 得 Nx 一 x 四 过 
ef3  ['xt-2,I|,<e/3 对 一 切 n 成 立 。 然 后 我 们 选取 nG) 
BORE |P- xE 对 一 切 n>n, 成 立 。 因此 对 
n>no, ||P X Xpace 和 x,—>X, 

引 理 6.6 设 4, ;了 ,->X, 是 一 个 有 界线 性 算 子 的 序列 。 
如 果 An! <M, 4,，->4 和 DD(4) EX RAR, M DCA) =X 
和 ASM. 

证 明 设 xEX。 Wy D(A) E X PBR, 存在 序 列 
x'€ (A) 使 得 x->x。 现 在 

|A,PX! ~ A,Px||,<M||P,x* P Xh < MN|x: —x]], (6.6) 
Minoo ht, HE APAPA 关于 是 一 致 的 。 此 外 ， 
因为 x EDA), M n>% 时 ,对 每 一 有 A.Px:->Axt。 
”应 用 引 理 6,5 于 序列 x= AP xt 推出 当 n->co 时 ， 44,Prx 收 
敛 ， 由 此 推出 x*ED(4)。 因 此 DA) =X. RA 

||Ax|| = limlP.Axl, = lim||A,P,*||, 


<M lim |P], = Ml 
证 毕 
定理 8.7 RFO) BAX, A X, 内 的 有 界线 性 算 T 
序列 ， 满 足 
FQ |<Me, k=1, 2, (647) 
和 
A, = PI EO 一 站 一 一 4。 (6.8) 
如 果 D(A) 在 X HBA ARTE Relu>o 的 加 ， 使 得 NI- A 
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的 值 域 在 X 中 稠密 ， 则 4 的 闭 包 AR 和 上 一 个 C6 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 。 此 外 ， 如 果 当 noo 时 kpt, W 


F(poD ”一 -一 SG， (6.5) 
这 里 D(S@)) =X, 
证 明 因为 4, 是 XX， 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 因此 A, 
在 X。 上 生成 一 个 一 致 连续 半 群 。 容 易 验 证 〈 如 见 定理 5.3 
的 证 明 ) 


xO) J<Me”, ” (6.10) 
这 里 os= prl(e “"-1)， 给 定 >0， 对 所 有 充分 小 的 Pp, 有 
LOHE @A=LAP, SHA EX 上 的 一 个 有 界线 性 
BE. ytd, 在 X 上 生成 一 个 半 群 8,(1) 。 利 用 假设 6t 
Civ) 我 们 有 


~ tt ~ œ k 
SOZ a i= 4 BAP, 


k= k=0 

_ n O o 
=E, (x ji A‘) P,= £8, Pay (6.11) 
因此 对 充分 大 的 n 我 们 有 | g 
I SEMNNe = My 68", (6.12) 


如 果 XxEDCA), MH n- 时 
Ax Ax|| = 2,4 P- 4xl 
<|£,ApP x — E,P,Ax|| + EP, Ax ~ 4x| 
S&N’ | AP x P,AX|| + ||B,P,Ax— 4xll->0 (6.13) 
这 里 当 no 时 ，(6.13) 右 端 欧 第 一 项 趋 于 零 ， 因 为 x*ED 
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(A) RLA >A, HEARR 661 Git) 当 n>% 时 ， 第 二 
项 也 趋 于 零 。 由 定理 53, ECM, 0+E), HH >00 E 
任意 的 ， 实 际 上 我 们 有 本 EGC , o0), 即 万 是 一 个 满足 
IISC#) |) <M ye" 的 Cy BRE SC) 的 无 穷 小 生成 元 。 从 定理 5.3 
我 们 亦 有 
(Sx - SCDxll->0, 当 n->co 时 。 ， (6.14) 
因此 
ISOP- PSOE P, SOx PS Gx, 
<N SEx- SOX- >0. H n>co 时 。(6.15) 
由 引 理 5.1 我 们 有 常数 C 使 得 
IS ok) PX- F) "Pl 


<Cod] FO2=1 px || -Coila (6.16) 


估计 (6.16) 由 引 理 5.1 用 类 似 于 从 它 得 到 G12 的 方法 扒 
出 。 选 取 xXE DCA) RNA 
MAP AP PAX, + |PrAx| SC, 61D 
最 后 ， 
|DO) Px ~ PSO x a= IFC.) "Pe Sok Paa 
+ So Px ~ SOP] + SEP PSO] 
< (Coy? + lpk, H) APN, ISOP- PSO] 
(6.18) 
综合 (6.15) ， (6.17) 和 (6618) 并 让 pu->0 使 得 Pkt, 
对 等 一 xED(4) 我 们 得 到 
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FCO.) P-P SOx, H noo kf, (6.19) 
因为 FOl 是 一 致 有 办 的 ， 所 以 对 每 一 XEX (6,19) 成 
立 ， 即 FS), 

+ 从 定理 6.7 的 证 明 可 知 如 果 Pp.=t/k， 则 了 (ps,)* 到 
SO 的 收 钱 在 t 的 有 界 区 间 上 是 一 至 的 。 

现在 我 们 转向 一 个 具体 例子 。. 设 X= BUL- wo) 
所 有 R 上 有 界 的 一 致 连续 实 值 函 数 的 室 间 。 并 且 考 虑 以 下 
经 典 热 方程 的 初 值 问题 。 


2 
(Sr = 4 » ~w2W<x<oo, t>0, 
| (6.207 
(WO) =f), ~ xe, 
这 里 JEX。 我 们 意 在 证 明 (6.20) RK ux) 的 存在 性 和 唯 
一 性 。 而 且 ， 我 们 亦 将 得 到 解 的 一 个 数值 逼近 。 这 将 通过 用 
一 个 差分 方程 代替 (6.20) 中 的 微分 方程 来 实现 。 
为 了 化 微分 方程 为 差分 方程 ， 我 们 考虑 对 一 给 定 的 


和 ENE O, ORAS, Im), k50, £1, 


k 
Dyer, 1=0,1,2,++ 上 的 函数 。 Rie u (= It, ) = tase 


一 个 对 应 于 (6020) 中 的 微分 方程 的 适当 的 差分 方程 是 


Ta! Ctik, pe Mi) = N? Ukya a Zuig t Ukoi) a (6.21) 
重新 排列 (6-21) 我 们 有 
Uiga] = (L= ZNT Ws + PTC 9 + Ui-191), 《6 +22) 


于 是 如果 us =f 是 给 定 的 , MIRAE URW IEA 5 C227 
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算 所 有 的 Mise 
为 了 用 我 们 前 面 的 结果 ， 我 们 考虑 Banach 空间 X,=b 
〈 即 所 有 有 界 的 实 序列 (cn) te 具有 上 确 界 范 数 的 空间 ) ， 
并 如 在 例 6。.2 中 一 样 定 义 算 子 PME. 然后 我 们 定义 一 个 
映 X, BX, 内 的 算 子 (7s) 如 下 ， 
Ptq) {ty} = {tieto (6。23) 
这 里 iwi} 是 从 (6， 22) 中 的 tus) 得 到 。 命 om= 2077 A BE 
Xt, 使 得 4,<1， 于 是 
LF Ct.) {Mey} ll = sup rsa 


<(-a,) sup fain] Han Sup [isl = Sup [trs] o (6.24) 


AL IF EDISI 和 定理 6， 7 的 稳 定性 条 件 (6,7) 对 %=0 
和 六 =1 RW. HK 
-Íe dg dg 
D= feis -o Geex}, 
BRDEX 中 稠密 。 对 于 1ED RNA 
| ICF (7,) 一 DPJ- Pa” \\n 


eG (ESE )-29(E) +42) r 
(6025) 

因为 FED, MAFO 是 在 R 上 一 致 连续 ， 因 此 (6.25) 的 
AE noo 时 趋 于 零 。 于 是 定理 6.7 的 假设 (6.8) 对 于 由 
Af=}" 定义 在 D 上 的 算 子 4 所 满足 。 

后 ， 为 了 应 用 定理 6.7 到 我 们 的 问题 我 们 必须 证 明 对 
H—1>0, M-A RERE X Pee, &i=1, WRN 
须 证 明 对 于 一 个 元 素 AEX 的 稠密 集 ， 微 分 方程 


= sup 
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f-fl=h (6426) 
有 一 个 解 1€D， 我 们 将 指出 这 对 fE ECE 是 真 的 。 设 
hex, ERS 


fa) = 5 (e* F hlEJe-EdE + e7 f hoede 


1° pee 
=3 | h(Eye- td E, (6427) 


容易 证 明 FED, |if||<||hl 和 了 实际 上 是 〈6.26) 的 解 。 

因此 定理 6.7 的 所 有 条 件 被 满足 。 我 们 断言 4 的 闭 包 
是 一 个 和 EC, 收缩 半 群 5S0) 的 无 穷 小 生成 元 。 在 我 们 的 特 
殊 情 形 下 不 难 证 明 4 是 闭 的 ， 因 此 A RRE SO 的 无 穷 小 
生成 元 。 这 个 半 群 如 我 们 在 下 一 章 将 更 详细 地 看 到 的 那样 是 
初 值 问题 (6,20) 的 解 。 

又 选择 一 个 序 P) ka E 4 Ak, >t A Ant, = anl, M 
定理 6.7 我 们 得 到 


F(t) "P,f—P,S()Flip>0, Hno 时 。 (6428) 


即 由 差分 方程 递 推 计算 出 的 在 点 (二 ，Ir。) HB BID 


程 (6。20) 在 Cx 门 处 的 解 ， 这 里 当 nok, tox, lr ->t 
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put HR Cauchy 问题 
$4,1 齐 次 的 初 值 问 题 


i& X $B Banach 空间 ，4 是 一 个 也 DC4) 一 和 到 X 内 
的 线性 算 子 ， 给 定 xEX， 对 于 4 和 初 值 x 的 抽象 Cauchy 
问题 是 求 初 值 问题 


pdw) 
| a Ault), t>0, 


加 (1-1) 
| uO) 2x, io. ` ; 
的 一 个 解 x(t!)， 这 里 一 个 解 的 意义 是 这 样 的 ， 一 个 X mw 

Be u(t) 使 得 xQ) 对 于 1 二 0 是 连续 的 ， 对 于 0 是 连续 可 
BWA (i) ED(C4)， 并 且 满 足 (1,1)。 注意 六 为 对 于 >, 


u(t) ED) 和 4 在 t=0 EK, MUM F xe DA), 
(1.1) 不 可 能 有 解 。 

由 第 一 章 的 结果 显然 如 果 4 是 一 个 Co BRITO 的 无 
穷 小 生成 元 ， 则 对 于 4 和 每 一 xE DC4) 抽象 Cauchy 问 
题 有 一 个 解 ， 即 w(t) = T(Dx 〈 见 定理 1.2.4) 。 不 难 证 明 对 

XEDA), wHh=TOx 是 (1.1 的 唯一 的 解 。 实际 上 ， 正 
如 我 们 将 在 下 面 的 定理 1.2 中 看 到 的 ， 初 德 问题 (1.1) 解 的 
唯一 性 可 在 更 弱 的 假设 下 得 到 。 

引 理 1.1 But) 是 [0,T] 上 的 一 个 连续 的 X 值 函 数 ， 

如 果 
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ij fT 

f euls) ds sw WF n=1,2, RE, (1-2) 
MA [0,T] E, uct)=0, 

证 明 设 x*¥CX* 和 plt) =<x*, ult)», i] RADE 
(0,7) 上 连续 和 


i e“o(s)ds | = | <x*, F eu ds) | 
所 |x*|* 放 = 放 !， 对 于 n=1,2… 成 立 。 (1.3) 


我 们 将 指出 1.3) AME [0.7] 上 o@)=0, 因为 x*EX* 
是 任意 的 ， 所 以 在 [0,7] 上 uc) =0, 


œ _ k~} knr 
2 <P e =1—exp{—e"}, 
kmi ” 


= 1 kn(!-T) 
< -页 


f e™ p(s) ds| 


<M, (exp{e"?-} =1), (164) 
对 于 iT, n> 时 ，(1。4) 的 右 端 趋 于 零 。 另 一 方面 我 
- 们 有 


f CD et “T+ p(s) ds 


0 k=1 


=Ê ad- exp(-e "psd, 5) 
应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 我 们 看 到 当 no 时 ， (1.5) 
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EBS | Od, 这 同人 14) 一 起 即 得 对 每 一 0<: 


<T，| gC)ds=0， 册 此 推出 在 [0,7] 上 9 =0, 


定理 1e2 设 4 是 一 个 稠 定义 的 线性 算 子 。 MAT 
实生 ho， ROA) 存在 和 
Lim sup 和 -1 log ||R(A;A) || = 0, 
则 对 每 一 xEX， 初 值 问题 (1。1) 至 多 有 一 个 解 。 
证 明 首先 注意 u(t) 是 (1.1) 的 一 个 解 当 且 仅 Yeu) 
是 初 值 问题 


oe CA+zI)v, v(0) =x% 


的 一 个 解 。 因 此 我 们 可 以 用 单位 算 子 的 常数 倍 平移 算 子 4 ， 
并 假设 对 所 有 实数 和 之 0，R(G;4) 存 在 和 满足 人 1.6)。 

设 u(t) Fe (101) E uO) = 0 ARo RAI W uC) 
三 0。 为 此 对 于 和 >>0 HB R RKA. N AOR 
《1.1) 的 一 个 解 ， 我 们 有 


4 RQ3A)uQ) = RO;4) Aut) =AR (3A) ut) — uct), 
这 就 推出 
RO;Ayu() = -| nu dr, (167) 
0 


. 由 假设 (1.6)， 对 每 一 o>0 有 
lim e7” ||R(A;A)|| = 0， 
dee 
TS (1.7) 得 
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iim ~ “eh t-o- (ry dr = 0 (168) 


1o FO 
由 引 理 1.1 我 们 推出 u(r) = 0 对 于 0<r<i- 6 成立。 因为 t 
和 0o 是 任 a 所 以 u(t) ==0 对 于 tO 成 立 。 

“由 定理 1.2 为 了 得 到 初 值 问题 (1.1) 解 的 唯一 性 不 必 假 
A Rt P 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 或 者 等 价 地 ， 对 于 某 
— ER, p(A)>@, co) 和 -20)"RGO;A)|<M 对 于 
>>@ 和 n=1,2,… 成立 ， 当 然 这 对 唯一 性 是 充分 的 。 同 样 为 
了 得 到 (1.1) 的 解 对 于 初 伟 的 稠密 子 集 D 的 存在 性 不 必 假 设 
4 是 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 依 赖 于 初 值 集合 DHE 
在 性 结果 能 在 较 弱 的 条 件 下 得 到 。 然而 象 解 在 [0,co》 上 的 
可 微 性 一 样 ， 为 了 对 所 有 x EC DCA) 得 到 解 在 [0,co) 上 的 存 
.在 性 和 唯一 性 必须 假设 4 是 一 个 C。 半 群 的 无 穷 小 生 成 元 。 
这 就 是 我 们 的 下 一 个 定理 的 内 容 。 

定理 1.3 设 4 是 一 个 具有 非 空 预 解 集 pC4) 的 稠 定义 的 - 
线性 算 子 。 对 每 一 初 值 x CDA), Mla (1,1) 在 [0,ce) 
上 有 唯一 的 连续 可 微 解 x( 录 当 且 仅 当 4 是 一 个 Co 半 群 TQ》 
无 穷 小 生成 元 。 

证 明 如果 4 是 一 个 FETO 的 无 穷 小 生 成 元 ， 
则 由 定理 1.2.4， 对 每 一 xED(4)，T(Dx 是 (1.1) 具有 和 初 
fi x EDA) 的 唯一 解 。 而 且 T(Dx 对 于 0 和 t<co 是 连续 可 
微 的 。 

8-H, mR (1.1) 对 每 一 初 值 x*ED(C4) £€ [0,0] 
上 有 唯一 的 连续 可 微 解 ， 则 我 们 将 看 到 4 是 一 个 Co 半 群 
TQ) 的 无 穷 小 生成 元 。 现 在 我 们 假设 对 每 一 x*E DC4)， 初 
值 问 题 (1 ,1) 在 [0,co) 上 有 唯一 的 连续 可 微 的 解 ， 我 们 用 
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ulisx) 表示 。 ` 

对 于 xED(C4)， 我们 定义 图 象 范 数 [x e= lx + Axi, 
因为 p(4) #9, 所 以 4 是 闵 的 。 因 此 赋予 图 象 范 数 的 DPC) 是 
一 个 Banach 空间 ,我 们 以 LDC4)] dame UX, BOE [0, t] 
到 LD(4)1 内 的 连续 函数 具有 上 确 界 范 数 的 Banach 空间 。 
我 们 考虑 对 于 0<t<1，。， 由 Sx =u(t;x) HM HE HS: LD 
(4)]-> 了 Xo。 由 (1。1) 的 线性 性 和 解 的 唯一 性 S 显然 是 定义 在 
整个 [DC(4)] 上 的 线性 算 子 。 算 子 9 是 闭 的 。 事 实 上 ， 如 果 
在 LDC4)] 中 x,>x 和 在 Xt, 中 Sx,ov, MJE 4 的 闭 性 和 


u(x, =x, + f Ault x, dT 
0 


BA 


当 noo 时 得 


vty =x+ | Av(r) dr, 
0 


由 此 推出 vG) =x) 和 5 是 闭 的 。 因 此 由 闭 图 象 定理 ，” 
是 有 界 的 和 
sup [ult] eG [x] ce。 (1.9) 


现在 我 们 用 Tax =u; x) 定义 一 个 映 象 TH 2 [DC4)]-> 
[DMA] M lel) 的 解 的 唯一 性 立刻 推出 了 TG) 有 半 群 性 质 。 
而 从 1.9, FATO 对 于 0th 是 一 臻 有 界 的 ， 这 就 
推出 《 见 定 理 1。62。2 KEA) TO 能 通过 T(x= 了 T(t~ni0》 
TOG"%X，nto 才 t 之 (no+ Dt 延 拓 成 CDA] 上 的 一 个 半 群 ， 
并 满足 TOX SMe” kl e 
以 下 我 们 证 明 
TCO)Ay=AT(1)y， 对 于 YED(4?) RE. (1-10) 


命 
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v@=yYy +f us; Ay)ds, (1.11) 
0 


我 们 有 


v’ Ct) = uci; AY) = dy +f -和 Ay) ds 
0 


-4G+| uls; Ay)ds) = Av(t), (1.12) 
0 


AA vO Ssg, MAAGD 解 的 唯一 性 我 们 有 VO) = uy) 
ith Auu) =v’ O = u(t; Ay), ARE (1-10), 
现在 , 因为 DA) EX 中 稠密 和 由 我 们 的 假设 0A) 三 办 
所 以 D(42) 在 和 中 稠密 。 设 2,€0(A), hA 是 固定 的 ， 
Mik ye D(A), MR X= Ol- Ady, 则 由 《1,10) 4 Tx = 
Ql-ATy, Ast 
ITE = |] gl — ADT Qyal|<C TOD e 
<Cye" yle (1613) 
但 
Wl e= llall + Ayl Cal 
这 就 推出 
(TC) xl ESR (1.14) 
因此 根据 连续 性 TO 能 延 拓 到 整个 和 。 经 这 种 延 拓 后 ， 工 (9 
成 为 XX 上 一 个 C6 半 群 。 为 了 完成 证 明 我 们 必须 证 明 4 是 
T(t) 的 无 穷 小 生成 元 。 WA 表 示 工 人 的 无 穷 小 生成 元 ， 
如 果 xEDC)， 则 由 工人 的 定义 我 们 有 了 CG)x= Ci;x)， 
因此 由 我 们 的 假设 
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-化 T(x=AT(1)x， 对 于 10 成 立 。 


特别 地 ， 过 推出 -ZTO gs Ax, Bit ADA, 


设 Rei>o, yEDA, 由 (1.10) HADAR 
EAT y= TAY =e TAY, (1.15) 
从 0 到 co RH (1.15) 积分 得 
ARQ; ADy=RQ; ADAY. . (4.16) 
48 ARO ADy = RO;41)41y， 因 此 ARGO;A1)g = A;RO3A))y, 
对 每 一 YE D(A 成 立 。 因为 ARGA) 是 一 致 有 界 的 ，4 
BAM DA E XRRR, 所 以 对 每 一 YEX, ARO;41)y 
=A,RO3A)y. Bub D(A) >RA;A)) AR = DCA) 和 
ADA A A=A,, EH 
我 们 的 下 一 个 定理 描述 了 一 种 使 得 初 值 问题 d.i) HA 
一 XEX 有 唯一 解 的 结果 。 
定理 1.4 车 4 是 一 个 可 微 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 对 
每 一 XEX， 初 值 问 题 (1.1) 有 唯一 解 。 
' 证 明 。 唯 一 性 由 定理 1.2 推 出 。 如 果 EDA, 则 存在 性 
由 定理 1.3 推出 。 如 果 xEX， 则 由 工 (D 的 可 微 性 和 2.2.4 


节 的 结 果 ， 对 每 一 xEX， -人 T(t)x=AT(t)x 对 过 0 


成 立 和 ATH) x 对 t>0 Lipschitz 连续 的 ， 于 是 TCDx 
是 (1,1) 的 解 。 
推论 1.5 如果 和 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 
对 每 一 xXEX， 初 值 问题 (1.1) 有 唯一 的 解 。 
155 


如 果 4 是 一 个 不 可 微 Cy 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 一 般 
HK, WREDA, MER (1。1) RAR. 那么 函数 
tTO 是 初 值 问题 〈1.1) 的 一 个 “广义 解 2? ， 我 们 称 E 
为 一 个 mild 解 。 有 许多 不 同 的 方法 定义 初 值 问 题 (1.1) 的 
广义 解 ， 但 最 终 都 归于 T(t)x。 这 种 定义 《1。.1) 的 广义 解 的 
方法 之 一 是 如 下 ，[0,ce) 上 的 一 个 连续 函数 zx 是 (1.1) 的 
一 个 广义 解 , 如 果 存 在 x, E DCA) 使 得 当 1 一 ce 时 ,xs 一 7(0) 
MTO ui) 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 显 然 ， 这 样 定义 的 
广义 解 是 不 依赖 于 序列 x 的 和 唯一 的 ， 并 且 如 果 uO) 
ED(C4)， 则 它 给 出 (1.1) 的 解 。 显然 按照 广义 解 的 这 个 定 
义 ， (1.1) 对 每 一 XEX 有 一 个 广义 解 并 且 这 个 广义 解 就 是 
TOX, 


§4.2 ” 非 齐 次 的 初 值 问题 


在 本 节 中 我 们 考虑 非 齐 次 的 初 值 问题 
HO = Auity +4), 20, 


(2.1) 
\ z(Q) =X, 


这 里 了 : [0,T) 一 X。 整 个 这 一 节 我 们 将 假设 4 是 一 个 Co 半 
群 的 无 穷 小 生成 元 ， 因此 相应 的 齐 次 方程 ， 即 具有 f 三 0 的 
方程 ， 对 每 一 初 值 x*ED(4) 有 唯一 的 解 。 

定义 2.1 一 个 函数 zs[0,T) 一 X HH (2.1) 在 [0,7) 
上 的 一 个 (古典) 解 ， 如 果 在 [0,7) 上 是 连续 的 , 在 (0,7T》 


1:6 


上 是 连续 可 微 的 ， 并 且 对 于 0<t<T，x(t) ED(4) 和 满足 
(2.1), 

ETO 是 由 4 生成 的 Co 半 群 ，4 是 (2,1) 的 一 个 解 ， 
则 对 于 0<s<t， XX 值 函数 g(s) = Te 5Dw(s) 是 可 微 的 和 


| 
| 
Hi 


—~AT(t—s)u(s) + TO su’ (S) 


~ AT(t— su(s) + TG —s)Au(s) + TO of) 
T(t—s)f(s), (2.2) 
如 果 了 EL1C0,T 3X), WETO- SICS) 是 可 积 的 ， 从 0 到 
对 (2.2) 积 分 得 

u(t) =TC)x +f T(t—s)fts)ds, (2,3) 
从 而 我 们 有 

推论 2,2 RIELO, T: X)， 则 对 每 一 xE， 初 值 
问题 (2.1) BSA TB. WREATH, UGX PARE 
(2.3) 给 出 。 

对 每 一 了 E00,T ;XD(2,3) KARE [0,7] 上 的 一 个 
连续 函数 。 自 然 我 们 把 它 作为 (2.1) 的 一 个 广义 解 ， ea 
不 是 可 微 的 和 在 定义 2.1 的 意义 下 并 不 严格 地 满足 方程 。 
此 我 们 给 予 如 下 

定义 2,3 设 4 是 一 个 Co 半 群 TQ) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
设 XEX 和 了 EL1(0,T ;XX)。 由 下 式 给 出 的 函数 «EC(L0,T] 
2X) 


u(t) =T (Dx +f Tat-s)f¢s)ds, OXS1<T 
0 


称 为 初 值 问题 (2-1) 在 [0,7] 上 的 mild 解 。 
157 


初 值 问题 (2.1) 的 mild 解 的 定义 和 f=0 时 T(i)x 作为 

相应 的 齐 次 方程 的 mild 解 的 定义 是 一 致 的 。 因 此 显然 并 非 
(201) 的 每 一 个 mild 解 都 是 一 个 (古典 ) 解 ， 甚 至 在 f=0 
的 情形 。 
”对 于 fE11(0,T 2X) 由 定义 2.3 初 值 问题 (2.1》 有 唯一 
的 mild 解 。 我 们 现在 感 兴趣 的 是 进一步 加 强 对 了 的 条 件 使 得 
对 XED(4)，mild 解 成 为 一 个 《古典 ) 解 ， 同 时 也 就 证 明 在 
这 些 条 件 下 ， 对 于 xEDGC4)，(2.1) 的 解 存在 。 

首先 我 们 指出 f 的 连续 性 一 般 并 不 能 保证 对 于 EDA) 
(2.1) 的 解 的 存在 性 。 事实 上 ， 设 4 是 一 个 Co ERTO 
的 无 穷 小 生成 元 。 又 设 xEX 使 得 对 任意 0, TOE DCA), 
设 1(3)=TC)x， 则 1(s) 对 于 s 宇 0 连续 ， 考 虑 初 值 问题 。 


(wae = Au(t) +T(t)x, t>0 
i (2.4) 
\ i(0) =0 


我 们 断言 即使 x(0) =0E LCA), (2.4) 也 没有 解 ， 事 实 上 ， 
(2.4) 的 mild 解 是 


u(t) = f, Tt~s)T Os )xds = tT (x. 


但 对 于 t>0, Tx 不 是 可 微 的 ， 因此 不 能 是 (2.4) 的 解 。 
因此 为 了 证 明 (2.4) 的 解 的 存在 性 我 们 必须 要 求 比 了 的 
连续 性 更 多 的 条 件 。 我 们 从 一 个 对 于 初 值 问题 (2,1) 的 解 的 
存在 性 的 一 般 准 则 开始 。 
定理 2.4 设 4 是 一 个 Cy ERTO 的 无 穷 小 生成 元 。 
设 fELIC0,T;X) 在 (0,T) 上 连续 和 
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y(t) -| 7 人 -SS)fCD)ds OXs<T, (2.5) 


则 初 值 问题 (2。1) 对 每 一 xE DCA) 在 [0, T) 上 有 一 解 u, 
如 果 以 下 条 件 之 一 成 立 ; 

G) 7G) 在 (0,7) 上 是 连续 可 微 的 。 

Gi) 90) € D(A) 对 于 0<t< 了 成 立 和 47(GD 在 (0,T》 
上 是 连续 的 。 

UES, MARAE LEDA), (2.1) 10,7) 上 有 一 解 u, 
WY i G@ 和 Gdi), 

证 明 如 果 对 某 XE DCA) 初 值 问题 (2.1) 有 一 H u, 
则 这 个 解 由 C203) 给 出 。 因而 对 >, 作为 两 个 可 微 函 数 
HV) =u- TE 2a, AY’ O =e OTO 
Ax 显然 在 (0,T) 上 连续 ， 因 此 (i) 被 满足 。 又 如 果 xED(4)， 
则 对 于 1 二 0，TQ)xE DC(4)， 因 此 对 于 >00, VO =u) - 
TOLED) 和 Avra) = Aut) - ATO)x=u Œ) -FE - 
T(t)Ax 在 《0,T) 上 连续 ， 于 是 (ii) 也 被 满足 。 

另 一 方面 ， 对 r> 容易 验证 恒等式 


Th) -I _v+h -r _ 1 
—p 70) = i Aj T(t+h-s)f(s)ds 


(2.6) 
由 了 的 连续 性 显然 当 LOO, 2.6) 的 右 端 的 第 三 项 有 极 
RIO, MRO) OT) 上 是 连续 可 微 的 ， 则 由 (2.6) 
得 ?Ct) CDA), O<t<T 和 APM ="O-fO. AA 
?7(0)=0， 所 以 xD=TICDx+y(Gb 是 初 值 问 题 (2.1) 对 
x€ D(A) 的 解 。 如 果 VC) EDA), M (2.6) AIO 在 
(EARN, YS Be Dv) M E DE = Av) + 
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IO, AA Dv) BN, APLC) 是 连续 可 微 的 条 
VIAJ = Av(t) +Í, XA rO =0, Ru TALHE 
是 (2.1) W xe D(A) 的 解 。 证 毕 。 

由 定理 2.4 我 们 得 到 下 面 两 个 有 用 的 推论 。 

推论 2.5 He ASP Co FR TO 的 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 f(t) 在 [0,T] 上 是 连续 可 微 的 ， 则 对 每 一 XE D(A4)， 
初 值 问题 (2.2) 在 OT] 上 有 一 个 解 。 ` 

证 明 我们 有 

v=] TE-Hf@ds=[ TOE- ds, D 
0 0 

FUR 2.7), ra) 对 i>0 是 可 微 的 ， 且 其 导数 


v’ =TIO + f P(s)f/ E- syds 


=T] +f Ta- sf’ (sds 


在 (0,T) 上 是 连续 的 。 因 此 由 定 下 2.4 (i) 即 得 所 证 。 

推论 2.6 证 4 是 一 个 Co ER TO 的 无 穷 小 生成 元 ， 
设 JELK0T :X) 在 (0,T) 上 是 连续 的 。 WE f(s) ED), 
O<s<T 和 Af(s) ELIOT : X), WIS- xED(C4)， MH 
问题 (2.1) 在 (0,7) 上 有 一 个 解 。 

证 明 出所 给 的 条 件 ， 对 s>, Ta- EDA 和 
AT(t 一 s)f(s) 是 可 积 的 。 因此 由 (2.5) EX HOWE 
v(t) EDA), t>0 和 


Av(ty = Al TU-Sftpds= | Tad-sAf( ds 


是 连续 的 。 由 定理 204 Gi) 即 得 所 证 结果 。 
做 为 上 述 结果 的 一 个 推论 我 们 可 以 证 明 
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定理 2,7 ELOT 2X), wR a 是 初 值 问题 (2.1) 
在 [0，T] 上 的 mild 解 ， 则 对 每 一 T' <T, u 是 (2,1) 的 解 在 
[0,T 上 的 一 致 极限 。 

证 明 假设 WO |<Me", R x,ED(4) 满足 xox 和 
fECLC[0.7] 2X) 满足 在 LOT: X) Ho 由 推论 2.5 
对 每 一 n 宇 1， 初 信 问 题 


MO Aut) +1), 1>0, 


、 1,€0) = Xrs 
在 (0,0) 上 有 解 nO 满足 


u,(t) = Tox +f T= fds, 
0 
WUE u He (201) 在 50] 上 的 mild 解 ， 则 
Ju) =u Ee x, x) | MET) |ids,— 


r 
SMET x|] -f Hf,Cs) ~ jCs) COF (2.9) 


并 且 结 果 立 刻 由 (2.9) 推出 。 . 

我 们 以 关于 初 值 问题 (2.1) 的 另 一 种 解 ， 即 强 解 的 概念 
的 一 些 注 记 来 结束 本 节 。 .- 。 

定义 2.8 一 个 [0,7] 上 几乎 处 处 可 微 并 使 得 u’ ELO, 
T: X) HR u 称 为 初 值 问 题 (2。.1) 的 一 个 强 解 ， 如 果 uO) 
=x 和 在 [0,T E u’ (t) =Au(t) + fC) aoe。 成 立 

我 们 注意 当 4=0 M IEC, FE: XX) 时 初 值 问题 (2。1) 通 
常 没有 解 ， 除 非 了 是 连续 的 。 然 而 它 总 有 一 个 强 解 由 e) = 
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C0) :| f(yds 给 出 。 容 易 证 明 如 果 4 (2-1) 的 一 个 强 解 


和 fELiCO,T 3 X), We h 2-3) 给 出 。 因 此 它 是 (2。1) 的 
一 个 mild 解 并 且 是 (2.1) 的 唯一 的 强 解 。 一 个 自然 的 问题 
是 确定 什么 时 候 一 个 mild 解 是 一 个 强 解 ， 不 难 指 出 ， 用 本 质 
上 和 定理 2.4 的 证 明和 相同 的 证 明 ， 我 们 有 
定理 2-9 设 4 是 一 个 Co 半 群 工人 的 无 穷 小 生成 元 ， 
FELT: X 和: 
v(t) -| Tit~s)f(s)ds, O<t<T, 


则 对 每 一 xED(4)， 初 值 问题 (2.1) 在 [0,T] 上 有 一 强 M u, 
如 果 以 下 条 件 之 一 成 立 : 
G) ?GD 在 [0,T] EB aoe. 可 微 的 和 Y’C) CLC, 
T: X). 
GD 在 [0, T] E v(t) EDA) aoe. F AVG) ELO, 
T: X), 
比 外， 如果 (el) 对 每 一 XED(C4)。 在 0T] 上 有 一 
强 解 ， 则 ” 满足 G 和 Gi, 
作为 定理 2.9 的 一 个 推论 我 们 有 
推论 2.10 设 4 是 一 个 Ce FETO 的 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 f 在 [0,T] 上 是 cee。 可 微 的 ， 则 对 每 一 XED(C(4)， 初 
值 问 题 (2。1) 在 (0,T] 上 有 唯一 的 强 解 。 
一 般 来 说 ，f 在 [0,7] 上 的 Lipschitz 连续 性 不 能 保证 
(2 。1) 对 于 xED(4) 的 强 解 的 存在 性 。 然 而 如 果 X BER 
的 和 了 在 [0,7] 上 Lipschitz, Bi 
WIED- DISC ler tal» REF 21,¢2€00,T] 成 立 ， 
则 由 一 个 经 典 结果 , 1 是 4.e。 可 微 A F ELOT 2X), 
162 


因此 推论 7.10 推出 
推论 2.11 iE X BHR Banach, 4 是 一 个 X 
上 的 Co FRETO 的 无 穷 小 生成 元 。 如 果 了 在 [0,7] 上 是 
Lipschitz 连续 的 ， 则 对 每 一 EDC)， 初 值 问题 (2.1) 在 
(0,7) 上 有 唯一 的 强 解 x 如 下 : 


u(t) = Leyes | Ta—s)fcs)ds, 
， 0 


34.3 ”关于 解析 半 群 的 mild 解 的 正则 性 


设 4 是 一 个 Co ER TO) 的 无 穷 小 生成 元 ，f EL1(0， 
T: X). 在 上 一 节 我 们 定义 了 初 值 问 题 


dut) 
/ ay = Aut) +Í, 


(3.1) 
ul) =x, 
的 mlid 解 的 连续 函数 
u(t) =T(t)x +f T (t—s)f¢s)ds, (3.2) 
0 


我 们 看 到 如 果 进 一 步 加 强 f 的 条 件 ， 例 如 FECLO,TI:X, 
则 mild 解 (3.2) 成 为 一 个 〈 古 典 ) 解 ， 即 (3.1) 的 一 个 连 
续 可 微 的 解 。 如 果 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 我 
们 有 更 强 的 结果 。 例 如 我 们 将 看 到 (推论 3.3) 在 这 种 情形 Í 
的 Holder 连续 性 已 经 蕴涵 了 mild 解 (3.2) 是 (3.1) 的 一 
个 解 。 
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我 们 首先 证 明 如 果 工 (1) 是 一 个 解析 兴 群 和 了 EL?CO,T， 
X), Hr 2>1, W mild 解 (3,2) 是 Hölder 连续 的 。 BH 
切 地 ， 我 们 有 

定理 3.1 ik 4 是 一 个 解析 半 群 T() 的 无 穷 小 生成 元 ， 
FEL(0,T : X), Hh i<p<co, wy Rus (3.1) 的 mild 


解 , 则 对 于 每 一 o>0, u 关于 指数 25 Ele, T] LÆ Holder 


连续 的 。 此 外 如 果 xEDCD， 则 “关于 同样 的 指数 在 0,7) 
上 是 Holder 连续 的 。 

WA 设 在 [0.7] bITOI<M, AATO 是 解析 的 ， 
所 以 存在 常数 C 使 得 在 (0,7] E, ATOS C, aici 
出 对 每 一 e>0, TG)x 在 Ce, T] 上 是 上 ipschitz 连续 的 。 
又 如 果 xED(4)， 则 TC)x fe (0, T] 上 是 Lipschitz 连续 
的 。 因 此 只 须 证 明 如 果 了 ELC0,T :XX)， 其 中 1<p<%, Bil 


"D=| Ta-9fds 关于 指数 了 了， 在 [0, TIER 
Haldsr 连续 的 。 对 有 >0 我 们 有 
ya +h) — FC) -| re +h— syf (syds 
+f (T(t+h—s)-Tt-s)f(s)ds= 1 +h, 
我 们 分 别 估计 和 71,。 对 于 我 们 用 Holder 不 等 式 得 到 


ns) poian» (f iro)” 


<M [fi ho”, (3.3) | 
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这 里 四 ;=(| Moods)” 是 了 在 VOT eX) 中 的 范 数 。 


WT htt lo 我 们 注意 ， 对 h>0, 
ITa+hy-T@||<2M, WF t+hE(0,T] 成 立 。 
和 


IFGY 有 -TCD scC--， 对 于 二 +RE OT] 成 立 。 
因此 
; ; k 
[Tah -TO | <C ulh, t) = Comrin(1， 7) 


WT 2,t+HE(0,T] pea, (3.4) 
这 里 C 是 一 个 满足 Ci 宇 max(2NM,C) 的 常数 。 利 用 (3.4) 和 
Hilder 不 等 式 我 们 得 到 


ILIC, | pt- DFO ds 


t -07 

<C, Ifi (fi pan- sieas) 。 (3.5) 
但 因为 k 宇 0， 所 以 我 们 有 

f echt =s)? -1ds = f phr)? -Pdr 

8 0 

<f ech, ar= 抽 。 
0 
综合 (3.5) 和 最 后 的 不 等 式 我 们 得 到 |S const h?n, 
我 们 琉 在 转 秽 关于 了 保证 (3.,1) 的 mild 解 是 强 解 的 条 

件 。 


定理 3.2 设 44 是 一 个 解析 半 群 工人 的 无 穷 小 生成 元 。 
设 JELI0T 3X) 和 对 每 一 0<:<T 存在 8>0 和 一 个 连续 
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TÉ PHB W(t) 8[0,c0)->[0,00) 使 得 
F(t) = FCs) |] SWC [E's] ) (3.6) 
和 
f WO dreo, (3.7) 
T 


0 


则 对 每 一 xEX，(3.1) 的 mild 解 是 一 个 古典 解 。 
证 明 因为 了 GD) 是 一 个 解析 半 群 ， 所 以 对 于 每 一 xEX， 
T(t)x 是 具有 初 值 x 的 齐 次 方程 的 解 。 因 此 为 了 证 明定 理由 定 


理 2.4 只 须 证 明 ?(b = T(t s)f(s)ds€ D(A) 对 于 0<t<T 
成 立 和 Av(t) 在 这 个 区 间 上 是 连续 的 。 为 此 我 们 写 

vt) =x1Ct) + vi) 

=f TO- -fds + { re- fea. (3.8) 
0 

由 定理 1.2.4(b) 知 V2(D) EDA 和 AMC) TO-DO. 
因为 我 们 定理 的 假设 推出 了 在 (0, T) bE 续 ， 所 An) 
在 (0, T) 上 是 连续 的 。 为 了 证 明 关 于 的 同样 的 结论 我 们 
定义 

O ={"Ta-9d@ ~f()ds, HE t>e (3.9) 
an | 

Av, .<2)=0 对 于 t<e。 (3.10) 

从 这 定义 ， 显 然 当 co, vn. 同样 显然 地 ， 
n © EDA) WAT i>e 


Avı, CÈ) =| ara -XG -Gds (3.11) 
0 
从 (3.6) 和 (3.7)， 对 于 过 0， 当 e0 H Ar BRA 
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lim Av; (1) = f AT (t=s) Cis) = f@)) ds, 
ened 0 
于 是 由 4 的 闭 性 推出 对 于 E> 0， (0 EDA) 和 
Ari) =f AT (t- 8) Cf) -ids (3412) 


为 了 结束 证 明 我 们 必须 指出 Avs (1) 在 (0,T) 上 是 连续 的 ， 
对 于 0 <6<t 我 们 有 


Av, (2) =| arc- SGO ~ 10) ds 


+ {ATG- G46) -ids (3413) 


对 于 固定 的 6>0，(3.13) 的 右 端 的 第 二 项 积分 是 1 的 一 个 
连续 函数 ， 而 第 一 项 积分 关于 一 致 地 是 0(6)。 因 此 Ane) 
是 连续 的 。 证 毕 。 ` 
设 1 是 一 个 区 间 ， 一 个 函数 1 :1->X 称 为 关于 指数 0， 
0<6<1 EI LS Holder 连续 的 ， 如 果 存 在 常数 L 使 得 
FG) ~ FOIL =s? AEF stl fey, (3.14) 
CHARM Holder 连续 的 ， 如 果 对 每 一 点 Cl 有 一 个 邻 域 
使 得 f 在 这 个 领域 上 是 Holder 连续 的 。 容易 验证 如 果 工 是 
紧 的 ， 则 当 了 是 局 部 Holder 连续 的 时 它 也 是 Holder 连续 的 。 
我 们 用 CU: X) 表 示 所 有 具有 指数 0 在 工 二 的 Holder 连续 
函数 的 族 。 
定理 3.2 的 一 个 直接 推论 是 
推论 3.8 it 4 是 一 个 解析 半 群 TO 的 无 穷 小 生成 元 。 
如 果 FELI0,T 3 X) 是 在 (0,T] 上 局 部 Hider 连续 的 ， 则 
对 每 一 xEX， 初 值 问题 3.3) 有 唯一 的 解 i。 
在 推论 3.3 的 假设 下 关于 解 4 的 正则 性 能 得 到 更 多 的 结 
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有 果 。 这 将 在 定理 3.5 中 看 到 ， 在 定理 3。5 的 证 明 中 我 们 需要 
以 下 | . 

引 理 3.4 设 4 是 一 个 解析 半 群 了 (9 的 无 穷 小 生成 元 ， 
fECEOT]) 2X), mH 


nE) =f T (t= s) (f(s) -TCD)ds。 (3615) 


则 aO € DCA) WF OMIT RY we A AM) ECO, T]: 
Xx), | 
证 明 Y(t) EDA) IF OSST 成立 的 事实 是 定理 
3.2 的 证 明 的 一 个 直接 推论 。 因 此 我 们 仅 须 证 明 Act) 的 
Holder 连续 性 。 假 设 在 [0,T] E ITOJSM m 
WAT (4) || <Ct! 对 于 O<t<T 成 立 。 (3416) 
WWF O<sct<T 我 们 有 


IATH ~ AT(s)|| = if. ÆT (7) dar)| 
<f JLT ldr<4C| ‘td = ACIS 3 -s), (3.17) 
设 t0 和 有 >0， 则 
AvE +h) = An = Al’ Ths) -Ts)) GO-TO) ds 


+A TEKH FO 1G + Wy)As 


-Af Ta +h- s) fs) -fC thy) ds 
i y . 


=I, +Iz+ Ia (3018) 


我 们 分 别 估 计 三 项 中 的 每 一 项 。 首 先 G14) 和 G.17 
我 们 有 
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TAES f JAT Gth- 5) - AT (ts) lel|FCs) -fds 


' ds - 
SACI Ch 3419) 
ch J, G-sth)t—-si-§ Ch’, (3219): 


为 了 估计 fo 我 们 利用 定理 1.2.4 0) MM C3014, 则 
Fo =P +h) -Th GF) F+) 
<TC +h) T aE 
<2MLh', (3.20) 
后 为 了 估计 我 们 利用 (3.16) 和 (3。14) 得 到 


M< | PATE hsp) -fa+ mlas 
<CL[ G+ h—5y""Mds<Cyh’, (3.21) 


综合 3.18) 和 估计 (e19), (3020) 及 (3.21) 我 们 看 到 
Av, G) 关于 指数 6 在 [0,7] 上 是 Holder 连续 的 。 

对 于 4 生成 一 个 解析 半 群 和 了 是 H6lder 连续 的 情形 的 
主要 正则 性 结果 是 下 面 的 

定理 3。5 设 4 是 一 个 解析 半 群 TO 的 无 穷 小 生成 元 ， 
JEGC([07] 2)。 如 果 z 是 初 值 问题 (3。1) £07] 上 的 
解 ， 则 

Gi) WH 5>0, Au ECE, TIX) 和 


ECS, TIX), 


Gi) WREDA), I 


续 的 。 


Gi) 如 果 x=0 和 JK0)=0， Au, EOCOTI: 


Xx), ， 

证 明 。 我 们 有 l 

| m= Tapes] Te- d= T+ v(t), 
因为 由 (3.17)， 对 每 一 6>0，4T(Dx 在 5<1<T 上 :是 
Lipschitz 连续 的 , 所 以 只 须 证 明 Ara) ECI[5,T];X)。 为 
此 我 们 象 前 面 一 样 分 解 ? 成 


V(t) =V, 0) +v) 


=f re-o5do- j@yds+ f Ta~ tenes, 


从 引 理 3.4, Avt) EC*CL0,TI 对)。 因此 剩 下 须 证 明 对 于 
%— 6>0, Ana) ECES, Tj 3X), 1E AMC) = (TCH) 
-DI®O, FABACC(OT1:X), 我 们 仅 须 指 出 对 每 
一 6>0, THF) ECCS, TI 2X), Hiss 和 PR>0， PA 
|Ta+WMiGt+h-THrOo| eK 
SITEA FEAR -FO] TE -THI- MFO 
<Mun’ + © 惠州 过 Ce。 (3.22) 


XERNAAT C.D, G.14) 和 表示 | fll» = max IOIA 

这 就 完成 了 (i) 的 证 明 。 为 了 证 明 (ii) 我 们 首先 注意 ， 如 果 

xEDC)， 则 4T(DxEC(0,7] 2:X]， 由 引 理 3.4， An) 

EC:([0.7) 3X), XAH f (OT) LES, WP MAA 

在 [0,71] 上 TG)fQ) 是 连续 的 ， 由 (人 BATOMOE 
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(0,7] 上 是 连续 的 。 而 在 t=0 的 连续 性 容易 从 

CAFC) - FCO) || < || FCO) ~ FCO) || + MII Fa) — FO) | 
推出 ， 这 就 完成 了 .(ii) 的 证 明 。 最 后 ， 为 了 证 明 Gib, 在 
这 种 情形 下 我 们 再 次 只 须 证 明 TOTE) EC2FE0,T]3X)7。 而 
这 由 

ITat+hHIa+h -TOHE | 

SITEA EE h) -FO |+ |PE+H -TODO || 


<MLh’ + | [ATOA 

<MLh’ +| MTO F(t) = FO) dr 
<MLh + crf rwar 

<MLh? + cr), arse 


推出 ， 证 毕 

我 们 以 一 个 类 位于 定理 3.2 的 结果 来 结束 本 节 ， 其 中 关 
于 了 的 连续 模 的 条 件 由 另 一 个 正则 性 条 件 代 奉 。 . 

定理 3.6 i 4 是 一 个 解析 半 群 能 无 穷 小 生成 元 ， 设 
0Ep(4)。 如 果 f(s) 是 连续 的 ， 并 且 对 于 某 一 0<a<1， 
jcEDCC-42 MI(-AFO)| 是 有 界 的 ， 则 对 每 一 
LEX, (S.D 的 mild 解 是 一 个 古典 解 。 

证 明 。 如 同 定理 3.2 的 证 . 明 中 一 样 只 人 须 证 明 Y(D)€ 
D(A) 对 于 t>0 成立 和 AG) > 0 是 连续 的 。 因 为 T(2) 
是 解析 的 ， 所 以 工人 DG) CDA) 对 于 >s 成 立 和 由 定 
H 2.6.13(c) 

ATE ~ DEO = I C- ADPT E- s) C AFG) | 
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<C jt- ss HC~ 4", 
因此 ATE- s)fGs) 是 可 积 的 和 v(t) EDA, 而 且 


Av(t) = f AT (i= s)f(s)ds, 


同时 ， Avi) 对 于 >O 的 连续 性 恰 如 在 定理 3.2 中 AC) 
的 连续 性 一 样 可 得 到 证 明 。 


84.4 解 的 渐 近 性 态 


在 这 一 节 我 们 打算 研究 初 值 问题 
dult) 
dt 
FEES. RITEAR AR, BI S=0 的 解 开始 
并 寻找 保证 它们 指数 衰减 的 条 件 。 
定理 4。1 设 4 是 一 个 Co RIO HEF 小 生成 元 。 
如 果 对 某 一 加 1<p<oo, 


J. iTexidi<co, EX a, 4D 


则 存在 常数 MS1 和 4>0 使 得 ITC) ||<Me, 
证 明 我 们 基 先 证 明 4.2) Mm ti 一 |T() 上 的 有 界 性 。 
&|TO|<Me", REM >11 和 w>>0。 如 果 m=0， ME 
论 自明 ， 因 此 我 们 假设 wo 之 0。 于 是 由 (4.2), 对 每 一 XEX， 
当 io 时 ，T(t)x->0。 事 实 上 ， 如 果 这 不 成 立 ， 则 我 们 能 
找到 xEX, 5>0 AI tooo MFA TE> 不 失 一 般 性 
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= Aut) +f), u(0)=x (4.1) 


我 们 可 设 tiho. 命 A= [t o], 则 mapo 
和 区 BA ABB, 对 于 1€Aj 我 们 有 ITOM e, | 
At 


f° Topig {Tx 
0 pa Tí 
? œ 


>( z ) may =o, 


1€ jai 


这 和 (4.2) FR, 因 对 此 每 一 xEX, 当 t>o 时 ,TCDx 0。 
于 是 一 致 有 界 性 定理 推出 |T OSM 对 于 > 成 立 。 

其 次 考虑 由 Sx = 工 (D)x 定义 的 映 象 3 3s X-L’ CR iX), 
由 (4.2, S 定义 在 整个 X 上 ， 不 难看 出 3 是 闭 的 ， 因 此 由 
HARRER TRAR, N 

F iToxpacuy, (4.3) 
设 0<pO<M-!， 这 里 NWTO MY, ZX tOO 如 下 
t,(p) = sup{t 3 |T ox] elx, O<s<t}, 
AA toc By, TOX. 所 以 (Pp) 对 每 一 xEX 是 
有 限 的 和 正 的 。 此 外 
tP) Px] EOE 


<S Topau, 
0 
Hit 1.0) <(M,/oy' =, HFS RITE 
(Teal <TC 1.) T Go) NS Molas, 
这 里 0<8= Mp<1。 最 后 , >t BAH, HE ant ts, 
其 中 O<s<i,, M 
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IPO) (SIPS) E [SMT GD | 
SMPS eH, 
XE OM’ =M- Fl u= —1/tlogu>0, 证 毕 
定理 4.1 Z u TOER : X) 对 每 一 XEX 
Ris WITOS Me", We Mel 和 >0 成 立 。 现在 
RTN EARE- NAMES TH 的 无 穷 小 生成 元 4 的 
对 于 一 个 限 维 的 Banach 25 空间 熟知 如 时 sup{Rehsh Eo 
(4)}=o<0。 MITO 指数 衰减 。 这 种 性 态 是 有 限 维 
Banach 空间 中 的 线性 算 子 仅 有 点 谱 的 事实 的 一 个 推论 。 因 
为 在 一 般 Banach 空间 中 并 不 是 这 种 情况 ， 因 此 人 们 并 不 期 
望 在 一 般 Banach 空间 中 这 一 结果 是 真实 的 。 
例 4。2 对 于 [0,co] EAs ay Meee f, ar 


lis Fe IFCS) | ds 


Mik E Æ 0, co] 上 所 有 使 得 加 :<eo 的 可 测 函 数 的 空间 ， 
R X=EOVO,0), Rhi<p<o, BEH, XTE 
df= [flit fle 是 一 个 Banach 空间 。 在 X 中 我 们 定义 
一 个 半 群 {T(t)} 如 下 

TOF =f@+t), 对 于 >O, (4.4) 
由 其 定义 容易 验证 {T(t))} 是 XX 上 的 一 个 Co 半 群 , 且 ITO) 
<1, 选取 JEX 是 区 间 [t,t+ tl 上 的 特征 函数 ， 其 中 e>0. 
让 e} 0 BATOS WF t> R a. Bt To] =1 
对 于 t=0 成 立 。 

{TCO} 的 无 穷 小 生成 元 是 如 下 给 出 ,， 
D(A) = {u u 绝对 连续 ，w EX} AS) 
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Au=u', FF ue D(A), (4.6) 


设 fEX 并 考虑 方程 | 
hu- Au=hu—u’ =f, (4.7) 
经 简单 计算 得 到 


co 
人 


u(t) = [e fat sas=e" f e~ fCs)ds, (4.8) 
0 


Æ (4.7) 的 一 个 解 。 我 们 将 证 明 如 果 * 满足 Rex>> -1， 则 
由 (4.8) 给 出 的 z 在 DCA) 中 ， 因 此 {i Reh> -1}cp(A). 
为 了 证 明 EDA), H (4.7) 只 须 证 明 xEX， 这 由 以 下 演 - 
算得 出 。 


let) | < 人 If (s>| ds 


Ke fe If(s)| dse lfl 
由 此 推出 u EL’, œ), A 
OERS f 全 If(s)| ds dt 
0 st 


=[( f ernorods ) e o>] ds 


= (Reh +1)! [a ~ e711)" f Cl ds 
< (Rel +1)! Flie . 
因此 集 tk : Rek> -1) 是 pC4) 的 一 个 子 集 ，o= sup{Rek t 
LEo(A)} 入 -1。 而 1 (9 不 是 指数 衰减 的 。 
由 例 4.2 我 们 断言 ， 为 了 从 谱 条 件 sup{Rehg 和 Eo(A)} 
=0<0 得 到 TO] 的 指数 赛 减 必须 对 TG) 或 4 补充 进 一 
步 的 条 件 。 存在 许多 药 池 这 一 结果 的 可 能 的 假设 。 在 这 里 
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我 们 仅 选 取 一 个 简单 但 相当 有 用 的 这 种 假设 ， 即 4 是 一 个 解 
析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

定理 4.3 ik 4 是 一 个 解析 半 群 工人 的 无 穷 小 生 成 元 。 
如 果 

o= sup{Reh s \ EoCA)} <0, 

则 存在 常数 M1 和 >l 使 得 |T (CD1 委 Me 

证 明 由 2,3 节 的 结果 易 知 存在 常数 o>t, Met, 
56>>0 和 和 =% 的 一 个 邻 域 0 使 得 


pA DX = {à 8 |arg( 一 OO)| < 也 + ô} JU (4.9) 
和 
ROAD IIS 人 M 可 立 ， (4.10) 
此 外 
TO =f H#ROSA) AA, 4.11) 


这 里 工 由 两 条 射线 T ={=p +o 2 p20, 7 <0< +8} 


和 [= {=e +o s p> z <0<5 +ô) 组 成 ， 且 了 工 这 样 定 


向 使 得 Im 沿 着 工 递 增 。 Ca 中 的 收敛 对 于 达 0 是 依 一 
致 算 子 拓 盾 的。 由 我 们 的 假设 ROA 是 在 三 角形 
={h:Rel>o, larg( ~w)|>0} 
的 邻 域 中 解析 的 ， 这 里 O>o,>o, H Cauchy 定理 ，(4.11》 
中 的 T 可 以 不 改变 积分 值 的 移动 到 路 径 T'， 这 里 .1 由 
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={h=pe® +03 p> 0 
th = pe a Toj “Se 


= {Reh=o,$ |Im\| <(@ ~0)) |tend] }, 


O-O; 
|cos6| } 


组 成 和 这 样 定向 使 得 Im 沿 着 I 递增。 因此 


y= {和 A=pe-?+ ws p> 


TCD = art. ROAA 


E Tio 1=1,2,3 上 估计 |TO| 易 得 对 于 tS1 和 某 常数 Mi， 
ITOS Mer, 因为 上 TO) 所 Ms HF 0S1 Rw, 所 以 
RNA TOI SMe 对 于 t>0 成 立 ， 证 毕 。 
现在 我 们 考 患 关于 非 齐 次 初 值 问题 (4。1) 的 mild 解 的 

浙 近 性 态 的 一 些 简单 结果 。 

定理 4.4 设 />>0, 4 是 一 个 满足 ITO] SMe K c, Æ% 
群 TQ) 的 无 穷 小 生成 元 。 设 了 在 [0, co) 上 是 有 界 的 和 可 
we. WR 


lim f(t) = fys (4012) 
则 (461) 的 mild 解 uC) 满足 
lim u(t) = — A-!f, (4613) 


证 明 因为 TC) || Me", FUL 0 OCA) CER 1。 
503) 和 ||PC)x||-0, 4 too 时。 现在 


D= f Te-ofods=[ TE-Nd@- has 


+f TC- syfods= 710) + v(t), 
0 


EA CLEE 1.3.1 的 证 明 ) ， 
lim »,(t) = [ T(t)f,dt =RO;A)f,= -Aijas 
了 09 0 
为 完成 证 明 我 们 必须 指出 71) 0, 4 too 时 。 
给 定 se>0， 我 们 选取 t, HEM tt, 


(4614) 


til ° 
后 命 | 州 ~= sup Ol, RINE 


pol<h TE- 91e- alas 


+ fu Ta- s)| elfo- f,||ds<2)|f|| Mute- t-o + ze 
i 


选取 过 与 充分 大 ， 使 得 右 端 第 一 项 小 于 e/2， 于 是 对 于 充分 | 
大 的 i, [Pale ie, 

一 个 类 似 的 结果 如 下 : 

定 香 4.5 ik u>0, 4 是 一 个 满足 ITO < Me- 下 的 Ce 
FR TO 的 无 穷 小 生成 元 。 设 了 在 [0,co》 上 是 连续 的 和 有 
界 的 。 如 果 ud) 是 


e O S su +10, u (0) =x, E>0 (4.15) 

的 mild 解 ， 则 
lim u, (t) = Af 0), (4.16) 
ese ‘ 


并 且 极 限 在 每 一 区 闻 [6,T] 上 是 一 致 的 ， 这 里 0<6<T。 
证 明 BY ee14 显然 是 Co BR TOSTES HEH 
小 生成 元 ， 我 们 有 
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u(t) =T,(t)x+ ef T(t —s)f(s)ds, (4617) 
0 
因为 LOSM CO, 所 以 当 sO 时， | 
每 一 区 间 [6,T] 上 是 一 致 的 。 现 在 


x,(f) =e7} f T, =s) fls) ds 
0 . 


IT, @)x\|>0 在 


=- ef T(t =S)Lf(s) ~ f(s) lds + eaf T(t fads 
0 0 
= Ma) + V.2(t), 


对 于 wa(t) 我 们 有 
ya je f, ITE- O -ilds 
< 下 EHE f a- r) — fE) Ndr 
<Me"! fera- -FO drt 3 天 Marierw 
= mferta ~ co) = f) ||do + 2e-"M IF] ou} 


这 里 fie =sup FON Mr >0, ee p>0， 我 们 首先 选取 7 


充分 大 使 得 右 端 第 二 项 小 于 0/2, 然后 由 了 的 连续 性 选取 。 
充分 小 ， 使 得 右 端 第 一 项 小 于 0/2, FRY e-0 时 。 1a 


一 0。 最 后 
v(t) = ef TG dF ds= ef Tf dr 
0 . 0 
= ef TWDar- dz 一 ef Tow dt 
0 t 


= -Afa +T. AF. 
Hilt, ike>0, RING 72> -4 在 [5,T] 上 是 一 
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致 的 。. 
注 。 在 定理 4.5 中 如 果 x€ D(A) 和 f 在 . ro so) 上 是 连 
续 可 微 的 ， 则 不 难 证 明 


MO > AID, 当 estit, (4.18) 


并 且 极 限 在 《0,co] 的 紧 子 集 上 是 一 致 的 。 ~ 


34.5 不 变 及 容许 子 空间 


Xe 个 Banach 空间 ,是 X 的 一 个 子 空间 CA 
必 是 闭 的 ) 。 RES; D(S)CX->X 是 了 中 的 一 个 线性 
算 子 。 称 X 的 子 空间 Y 是 S 的 不 变 子 空间 ， 如 果 S: DG) 
MY >F. 

给 定 一 个 上 的 Co FRETO, RNR XH 
一 个 子 空间 了 对 所 有 ! 宇 0 ETO 的 不 变 子 空间 的 条 件 ， 
这 样 的 子 室 间 将 称 为 半 群 TQ) 的 一 个 不 变 子 空间 。 如 果 了 
是 的 一 个 闭 子 空间 ， 我 们 有 

定理 5.1 TC) 是 XX 上 的 一 个 Co 半 群 ， 其 无 穷 小 生 
成 元 为 A 如果 Y RX 的 一 个 闵 子 空间 ， M y Æ TO 的 
不 变 子 空间 当 生 仅 当 存在 一 个 实数 o 使 得 对 每 一， 了 

是 4 的 预 解 式 ROSA) 的 一 个 不 变 子 空间 。 

证 明 ”由 第 一 章 的 结果 ， 存在 一 个 o 使 得 


ROAA) x= F eUT) xdt_ (5.1) 
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WF i> 成 立 。 因 此 RG;4A)x 在 轨道 (TO 3 t>0) 的 于 
man, 如 果 对 每 一 i 二 0，T(QD)yYCy。 则 由 (5。61》 对 每 一 
A>, MROQ;AYY CY, i 

MZ, HERAA (EH 1.8:3 我 们 有 


TO x=lim ER (TAx, 对 于 xE RE. (6-2) 
如 果 RAY CY HT i> 成 立 ， 则 对 所 有 充分 大 的 mn， 
2 RC" ;4) )¥CY, IEE (5.2) HEA 0, TO 


YCY,。 

注 aem SAE, WIT a 点 在 零 的 闭 
aE, 而 不 是 X 的 一 个 闭 子 空间 ， 则 结论 仍 成 立 。 

我 人 y 是 E AEA Rae s 间 感 兴趣 。 为 了 
叙述 这 种 结果 我 们 需要 一 些 准 备 。 让 我 们 首先 回忆 一 下 ( 见 
定义 1o1063) 。 如 果 S: DCGS)cCX>X 和 了 是 六 的 一 个 
子 空间 , MSE Y 中 的 部 分 是 这 样 一 个 线性 算 子 8 其 定义 域 
DG) ={xED(D Ny ; Sx Ey} 和 对 xED(S), Sx = Sx. 
SRY 的 限制 Sy 显然 满足 Sr 二 5。 如 果 Y 是 5 的 一 个 不 
变 子 空间 ， 则 Siy= S. 

引 理 5.2 #S:DS)cX-X 是 可 逆 的 ，Y 是 和 的 一 
个 子 空间 。 如 果 S-! 坟 CY， 则 5 在 Y 中 的 部 分 $ 是 可 道 的 和 
Ry “= = (%7 Iiye 

证 明 设 xXEY 和 ?=S-ix， jl 2 D(S) ry 和 Sz= xEy 
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因此 zED(S) 和 Sz=5z=x, 这 表明 SME y 和 
-1 是 有 定义 的 ， 且 Sx= 5-1x， 对 所 有 yEY RE, BPS 
= (S7))4., 

在 本 节 的 其 余部 分 我 们 将 假设 和 是 一 个 Banach 空 
闻 ，7 是 X 的 一 个 子 空间 ， 且 关于 范 数 外 .小 BS 〈 因 此 
它 本 身 是 一 个 Banach 空间 )。 我 们 将 进一步 假设 范 数 lel 
强 于 A 的 原来 的 范 数 | 这 意味 着 存在 常数 C 使 得 

lyi<Clly|l-, WF yey 成 立 。 (5.3) 

注意 由 假设 ，Y 关于 范 数 ly 是 闭 的 。 但 在 一 般 情况 
下 它 关 于 范 数 ||| RAW, 

定义 5.3 ETD 是 一 个 Cr 半 群 ，4 是 其 无 穷 小 生成 
元 ，X 的 一 个 子 空间 了 称 为 4- 容 许 的 ， 如 果 E ETO 对 
于 150 的 不 变 子 空间 和 TO 在 Y 上 的 限制 是 了 中 的 一 个 
Co 半 群 《 即 它 关于 范 数 | lly 是 强 连 续 的 》 。 

例 5.4 设 X 是 [0, co) 上 有 界 的 一 致 连续 的 实 值 函 数 
空间 ， 具 有 通常 的 上 确 界 范 数 。 又 设 了 /= XmCI(L[0, cc))， 


z 
A 
R 


f=} 


TOHI =+), HFE IEX, t0, = (5.4) 
PATO BX EAC 收缩 半 群 ， 其 无 穷 小 生成 元 4 定 
义 为 DA = (fEY' iF EX MHF IED, Af=y. W 
Li Ba X 中 的 范 数 ， 我 们 考虑 使 得 g' EX KCK SETY 
的 空间 了， 我 代 在 了 上 赋 以 范 数 llelly = [sll + lig’, A F 
sey. R ely BETTE! Ii, HE y 在 范 数 llir 
下 是 闭 的 。 容 易 看 出 由 (5.4) 定义 的 半 群 工人 保持 了 FE, 
并 且 是 y 中 的 一 个 Co ER. AY 是 4- 容许 的 。 
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定理 5.5 ETO) BX 上 的 一 -个 Cu 半 群 ，4 是 其 无 穷 - 
小 生成 元 。 l . 

X 的 一 个 子 空间 y 是 4- 容 许 的 当 且 仅 当 

G) 了 对 所 有 》>o ERA 的 不 变 子 空间 。 

Gi) 4 在 Y 中 的 部 分 4 是 了 上 的 一 个 Cu 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 

此 外 ， 如 果 了 是 ABH. 则 4 是 T() 在 了 Y 上 的 限 
制 的 无 穷 小 生成 元 Joo 

证 明 假设 了 是 4- 容 许 的 ， m 为 了 (DYCY 对 于 >>0 
REM lel HF lel, TO 在 了 上 的 限制 是 了 中 的 一 
Cy 半 群 ， 所 以 由 (5。1) 存在 © HAM Ae, RCO;A)YY CY。 
ATO) 在 了 上 的 限制 的 无 穷 小 生成 元 。 由 无 穷 小 生 
成 元 的 定义 即 知 DUADCDIAY 和 对 xED(C41), A1x= Ax 
因此 4 一 41 。 另 一 方面 如 果 xED(C4)， 则 4Ax EY 和 恒等式 

TOG)X—X= | Toy 4dxas (5.5) 
0 . 

在 了 中 成 立 。 用 t>0 除 以 (5.5) 并 让 YO EEDA), © 
从 而 DADO D(A, 于 是 4 =4， 并 且 4 是 了 上 的 一 
$R, MTO 在 了 上 的 限制 ， 的 无 穷 小 生成 元 。 

反之 假设 O 和 (ii RY, MSO 表示 由 4 在 了 上 生 
成 的 Co 半 群 。 由 假设 G) 和 引 理 5。2， 对 每 一 XEY， RQ; 
及)x=RO;4)x。 因 此 


ea De ee en 
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对 所 有 充分 大 的 n 和 x EY 成 立 。 通 过 让 noo 取 极限 ， 由 
SRA CEM 1.8,3) 知 〈5。6) 的 左边 在 了 hiki, AK 
ARE X 中 收敛 于 SOx, MEAE X pA TO, .因此 
SCDx= 了 (DOx 对 每 一 XEY 成 立 。 由 此 推出 Y 是 TO 的 一 
个 不 变 子 空间 和 TO 是 了 上 的 一 个 C, 半 群 。 

推论 5.6 了 是 4- 容许 的 当 且 仅 当 

GD 对 于 充分 大 的 1, Y 是 ROS 4) 的 一 个 不 变 子 空间 。 

Gi) PERS M meg ~ 

RAAM OB’, 
. 对 于 >f, N=1,Z, + 成 立 。 (5.7) 

Gii F A>8, RO; AY 在 了 PAE. 

证 明 条件 (i) 和 定理 5.5 中 的 相同 ， 由 (iD 和 引 理 
5.2 RO; 人 Dx=RO;4)x 对 于 xE7 MA>o 成立 。 因 此 我 
们 能 在 (5.7) 和 条 件 GD 中 用 ARE A, 于 是 条 件 (iiD 等 
价 于 DA) =RO;4)7=RGOs AY AY RHR, 又 由 定理 
1.5.34 在 了 中 生成 一 个 C, BR Bie 4 (i) 和 i) 成 立 。 
于 是 由 定理 5.5，Y 是 4- 容许 的 当 且 仅 当 GD 一 Gi) 成 
立 。 

注 5.7 如 果 在 推论 5。6 中 了 BARA, 则 条 件 (iii) 
由 GD 和 Gi) 推出 。 事实 上 HFA, LENA) RNE TR 
恒等式 

RQ3A) -RMA = @-IROZARUA), 
由 此 直接 推出 D=ROSADY 是 不 依赖 于 XEp(4) 的 。 由 (5。7) 
Wn=1 MWFXEY, 4 >œ 时 ， 和 RC;4A)x 在 了 中 是 有 
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办 的 , 于 是 了 的 自 反 性 推出 存在 序列 mooo 使 得 ROG AD 
在 了 中 弱 收 敛 于 某 一 YEY。 因 为 4 是 和 上 一 个 Cu 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 , 所 以 当 和 一 co 时 ， ARQ; A) xx 在 X rae ie 
$k GIE 1.3.2), Ab y= x。 因 为 对 充分 大 的 值 ay MR Cas. 
AXED, 所 以 我 们 推出 D Æ Y 中 的 弱 闭 包 是 整 ty. 但 
Banach 空间 的 一 个 线性 子 空间 的 弱 和 强 闭 包 是 相同 的 ， A 
而 了 在 Y PHS. 我 们 用 一 个 判断 子 空间 了 是 4- 容许 的 
有 用 准则 来 结束 本 节 。 

定理 5.8 设 了 是 也 依 蕊 的 范 数 的 闭 包 。 设 S$ 是 了 到 
了 上 的 一 个 同 构 ， 则 了 是 4- 容许 的 当 且 仅 当 41=545-! 是 
一 个 了 上 C 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 在 这 种 情况 我 们 在 了 中 
有 

~ Ty) =ST(DS-!, 

ZETO 是 由 Ap 生成 的 半 群 。 

TR 设 4 是 4 在 了 中 的 部 分 ， 由 4 的 定义 我 们 有 

D(A, = {xE Y: S-wED(A), AS-ixEY} 
| ={x€ ¥ 'S-1w€ DCA)}=SDCA), 
这 就 推出 DADE Y BABY DCAD 在 了 中 简 密 。 
此 外 ， 对 于 XE DCAD 我 们 有 
QI- Ax = QI- SAS~1)x% = SCAI- AS- 
=S0I- A )S-ix., (5.8) 
HB MIA A> Oo ROSA EX 上 是 有 界 的 。 我 们 指出 ROAD 
存在 且 是 立 上 一 个 有 界 算 子 当 且 仅 当 RC;4)YcY。 从 而 在 
185 


yo 
RQ3A,) = SRO;A)S-1= SRO; A)S-1, (5.9) 


HE bt, MRRGAY cy, M SRG;4)S-! 是 了 上 一 个 有 界 
Ree, Hy SQI~ 4)5-1 的 小 ， 于 是 由 (5,8) 即 得 (5.9)， 
另 一 方面 如 果 ROAD 在 了 中 存在 ， 则 SGOI- 4)S-1 是 可 道 
的 ， EAW SROS! 是 一 个 满足 (5.9) 的 有 界线 性 算 子 。 
因此 SRO A) = 了 (34)S-1。 由 此 推出 RO AVY Cy. 
现在 如 果 A By 上 的 一 个 C0 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 


则 D(A: #eY PARR, 因此 DCA) 在 了 中 稠密 。 此 外 ， 
对 A>e, ROAD 存在 。 因 此 由 证 明 的 前 一 部 分 ， RCO)y 
Cy 和 (5.9) 成 立 。 于 是 定理 1.5.3 推 出 4 在 上 生成 一 
个 Co 半 群 和 由 定理 5.5, Y 是 4 -容许 的 。 另 一 方面 ， 如 果 
了 是 4- 容许 的 ， 则 RG;A)YCY (定理 5,5) 。 并 由 证 明 的 
前 一 部 分 ， 《5.9) 成 立 。 因为 DCA) 在 了 中 稠密 ， 所 以 
DCA) 在 了 HR AEH le5。3 推出 A; By 上 的 一 个 C, 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 最 后 ，(5。9) 连同 指数 公式 (定理 1。 
8,3) 一 起 推出 TO = ST(t)5-!1。 证 毕 。 
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”第 五 章 REDE 


35.1 发 展 系 统 


设 X 是 Banach 空 H, 对 每 一 {0<1<T 设 AW, 
DAM X=>X 是 X 中 一 个 线性 算 子 ， 又 设 f(t) 是 一 个 X 
值 函数 。 在 这 一 章 ， 我 们 将 研究 初 值 问题 


Lo = AMH) +4), s<i<T, 


(1.1) 
uls) =X, 


初 值 问 题 人 t。1) 称 为 一 个 发 展 问 题 . 一 个 X 值 函数 u: [s, T] 
>X 称 为 (1e1) 的 一 个 古典 解 ， 如 果 “在 [5, T] 上 连续 ， 对 
于 s<t<T, u(t) EDAH), u 在 <ti<7 上 连续 可 微 和 满 
.是 (41.1)。 

前 一 章 致 力 于 研究 (1.1) 当 AO = 4 不 依赖 于 t 时 的 特 
殊 情 况 。 我 们 看 到 在 这 种 情形 下 ， 非 齐 次 初 值 问题 ， 即 对 于 
J] 才 0 的 间 题 的 解 能 用 齐 次 初 值 问 题 的 解 通过 “常数 变 异 ” 
公式 

u(t) =T- suls) +f Ta- Di dr (1。2) 

表示 ， 其 中 TOs 是 初 信 问 是 


au) = Au(t), 1(0) =x (1.3) 
的 解 。 后 面 我 们 将 看 到 当 AD 依赖 于 t 时 一 个 类 似 的 结 
亦 成 立 ， 因 此 我 们 开始 集中 讨论 齐 次 初 值 问题 

BE) ~ Adu, O<s<r<T, 


(1.4) 
u(s) =X, 


为 了 对 (1.4) 的 解 的 性 态 获 得 一 些 印象 我 们 首先 考虑 对 
FUKT, AM BX 上 的 有 界线 性 算 子 和 A0) 是 依 
一 致 算 子 拓扑 连续 的 简单 情况 。 对 于 这 种 情况 我 们 有 

定理 1.1 设 X 是 Banach 空间 和 对 于 每 一 ;Er0,T]， 
AQ) 是 上 的 有 界线 性 算 子 ， 如 果 函 数 to AC) 是 依 一 至 
算 子 拓扑 连续 的 ， 则 对 每 一 XEX， 初 值 问题 (1。 人) 有 唯一 的 
古典 解 4 。 

证 明 定理 的 证 明 是 用 标准 的 Picard KR KDR E 
a= max IAO 和 定义 一 个 映 CLs, Tle X) 到 自身 的 映 象 


S 如 下 
(Su) (@t) =x+ | A(t) u(t) dt (1.5) 
记 [lull = max lz， 那么 容易 验证 


(Su) — sya 9 lu- ?les 对 于 sx<i<T 成 立 
(1.6) 
利用 (1.5) 和 (1.6)， 出 归纳 法 推出 


ISU -SID L E. €z G=) ju- vila, 对 于 s<t<T 成 立 
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因此 


(S'u = Sv < u ri 
n! | 


对 于 充分 大 的 n 有 -< 一 5 Con 2<, H Banach 压缩 原理 的 


一 个 熟知 的 推广 ，$ 在 eas, T) X) 中 有 唯一 的 不 动 点 4 
使 得 


u(t) -x+ A(T) u(r) dt (1.7) 


因为 u 是 连续 的 ， 所 以 (1,7) 的 右 端 是 可 微 的 。 因 此 4 是 可 
微 的 且 通 过 微分 ({。.7) 得 到 的 导数 满足 OAU., M 
t+ 是 初 值 问题 1. 分 的 一 个 和 解 。 因 为 (1.4) 的 每 一 个 解 亦 
是 (1.7) 的 一 个 解 ， 所 以 人 (1.4 的 解 是 唯一 的 。 

我 们 定义 初 值 问 题 (1.4) 千 “ 解 算 子 ”如 下 

Ud, Dx=u@) AF O<stcT, (1.8) 

这 里 * 2.406, UGS 是 一 个 双人 参数 的 算 子 族 ， 由 初 
值 问题 (1.4) 的 解 的 唯一 性 即 知 如 果 AC) = A 不 依 赖 于 1， ， 
则 UG,s) =U(t~s)， 并 且 双 参数 的 算 子 族 化 为 单 参数 族 
UG), 120, HABA 生成 的 半 群 。 在 我 们 的 特殊 情形 ， 
即 对 于 1Cl0,T], AC) Æ X 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 和 二 > 
AQ) 是 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 ，U ts) 的 主要 性 质 由 下 一 
个 定理 给 出 。 

定理 1.2 We O<s<tx<T, UGS) 是 一 个 有 R R 
性 算 子 和 


G veep, HAD er), 
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Gi) UG) = 了 Ud) =UGNUC,s) HF 0<s<rst 
<T RW. 

GD 对 于 O<s<i<T, 8) >U Gys) 是 依 一 臻 算 子 拓 
扑 连续 的 。 


ay WOD SADUS HF ELLIT 成 立 。 


o WOS -UDAO 对 于 0<s<t<T 成 立 。 


DE 


证 明 ”因为 问题 (1.4) 是 线性 的 ， 显 然 UV(1,s) 是 定义 在 
整个 X 上 的 线性 算 子 ， 由 (1.7) 得 
IO < [xt } AGL la far, 
由 Gronwall 不 等 式 导出 
\U Cis) zl = uD i<ixllexp( f |A) lar), (1.9) 
因此 UGO 是 有 界 的 和 满足 (i) 

由 (1.8) 即 得 UG,t) =1， 由 (1.4) 的 解 的 唯一 性 得 到 关 
AR UG) =UGNUG,s), HF 0<s<r<i<T 成立 ， 综 
合 人 GD 和 (ii 得 (iii)。 最 后 由 (1.7) 和 (ii 得 DGts》 是 积分 方 
程 


U(t,s) 二 了 +f A(r)yU(t,s)dt (1.10) 


在 BCX) (X 上 所 有 有 界线 性 算 子 的 空间 》 中 的 崔 一 解 。 对 1 
微分 (1.10) 得 (iv)。 对 s 微分 (1 .10) 我 们 得 到 | 


t 
9 uas) = = A(s) + f AW 2_UCz,s)dt (1.11) 
Os ， os 
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由 (1010) 的 解 的 唯一 性 知 


DC) = -U(t,s)A(s), | (1.12) 


在 AQ) 依赖 于 t FER ARAARA ATR UG,s) 代 
替 了 自治 情况 下 的 单 参数 半 群 ECGD。 这 促使 我 们 给 出 以 下 
定义 1。38 一 个 XX 上 的 有 界线 性 算 字 的 双 参 数 族 UD (3)， 

0<sxt<T 称 为 一 个 发 展 系 统 ， 如 时 以 下 两 个 条 件 成 立 : 

G) UGS =T， UGNUC,s) =UG,s), Xf F O<s<r 
<t<T 成 立 。 

Gi) E,D -UG,s) 对 于 OX<s<t<xT 是 强 连 续 的 。 

请 注意 ， 同 自治 情况 类 似 ， 我 们 对 于 解 的 一 致 连续 性 没 
兴趣 ， 因 此 用 强 连 续 性 代 葵 UG 依 一 致 算 子 拓扑 的 连 

在 下 一 节 。 我 们 对 给 定 在 OSST 上 的 通常 是 无 界 的 
线性 算 子 族 {40)}， 给 出 保证 初 值 问题 


ED = Au, UCS)X (1.413) 


对 于 初 值 xEX 的 一 个 铜 子 集 存 在 唯一 的 古典 解 RE, 
这 种 唯一 解 的 存在 性 将 为 我 们 提供 对 应 于 算 子 族 (AO), 
OST 的 一 个 发 展 系统 。《〈1.13) 的 解 的 唯一 性 将 推出 发 展 
系统 的 性 质 (iD) ， 而 解 在 初始 时 刻 的 连续 性 将 推出 性 质 (iiD 。 
A(t) MUGS 之 间 的 关系 将 由 一 些 推广 的 方程 ， 
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ee = A()UC,s), (1.14) 


ee = —U(t,s)A(s), (1.15) 


确定 ， 

” ”我们 用 一 个 关于 非 齐 次 初 值 问题 (1.1) 的 注 记 来 结束 术 
节 ， 其 中 ， jELi(0,T:X)。 如 果 存 在 相应 于 这 个 初 信 问题 
HE BRA UC) 使 得 对 每 一 ?ED(4Cs)), UG,s)VED 
(AQ) MUU, 关于 t 和 s 均 可 微 ， 并 满足 


-2U C, = AUG), (1.16) 

2 vay = UG, ACY, (1.17) 
则 对 于 xe DAG) 方程 (Lo1) 的 每 一 古典 解 是 由 

uct) =-UGox+| Ur dr : (1.18) 


AH EXE, RAM rU Gu) E sT] 上 
是 可 微 的 和 
UD — UUr)AC) ur) +UCtr) A u(r) 
+UCrIr) =UENIO., (1.19) 
从 :到 上 工 积分 (119) 得 (118>。 因 此 在 这 种 情形 非 齐 次 初 值 
问题 (1,1) 至 多 有 一 个 古典 解 x 。 如 果 它 存在 ， 则 由 《1。18) 
给 出 。 然 而 对 任何 发 展 系 统 UG,s) MIELO,T, X), 
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(1。18) 的 右 端 是 一 个 满足 ws) =x 的 连续 函数 。 如 同 自治 情 
形 (405.245) 一 样 ， 我 们 常常 把 这 个 函数 作为 初 值 问题 
《1。1) 的 一 个 广义 解 。 


§5.2 稳定 的 生成 元 族 


本 节 作 一 些 准 备 工作 。 这 在 构造 “ 双 曲 ” 型 初 值 问题 
du) L Au), 0<s<i, l 
dt l (2.1) 

uls =x 


的 发 展 系统 时 是 需要 的 。 

EX 201 设 羡 是 一 个 Banach 空间 。 一 个 上 的 Co 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 族 (AO heor 称 为 是 稳定 的 ， 如 
果 存 在 常数 MS1 和 o RARE RRO E 


PLAG) DC, co) 对 于 1E[0.T] 成 立 (Ze2) 
k k A 

| VP Res Act) | SSMU- 2.3) 

1D 


对 于 A> w MEAR 序 列 OM) << St, ST, b= 1,25 
… 成 立 。 

请 注意 ， 在 一 般 情 况 下 算 子 RAG) 不 是 可 换 的 ， 
因此 在 人 .3) 中 项 的 次 序 是 重要 的 。 在 (2.3) 和 在 后 面 的 包 
ti} 的 RAPHE RH’, DR RK i; 的 因子 
ETRE WAPOA. ， > 
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当 稳定 性 的 定义 当 X ERA MEP ERR 时 一 
族 无 穷 小 生成 元 {AM} 的 稳定 性 保持 不 变 ， 然 而 稳定 常数 
依赖 于 X 中 特殊 范 数 的 选取 。 

如 果 对 tEl0,T], AMEG, 0), A AH 是 一 个 满足 
ISO | <e™ 的 Co 半 群 CS), s> 的 无 穷 小 生成 元 ， 那 么 
{AQ® neon 显然 是 具 稳 定常 数 M=1 和 o 的 稳定 族 。 特 别 
dh, Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 族 MO heon 是 稳定 的 。 

定理 2。2 WELELOTI, it AC) Æ Banach 空间 XX 
上 的 一 个 Co 半 群 51(3) 的 无 穷 小 生成 元 。 则 生成 元 族 
{ 40D hoor 是 稳定 的 当 且 仅 当 存 在 常数 MS1 和 o 使 得 
PCA) DCO, co) HF CELT] 成 立 和 以 下 条 件 之 一 成 立 ， 

& 

| H S, 6) \<™ exp { o>) s; } (2.4) 


1 


对 于 520 和 任何 有 限 序 O<t, <t,<--<y<T, k=1,2, 
one UE BS 
| T roaa] <M i G;- @)7! (205) 
fmt fut 
对 于 加 >。 和 任何 有 限 厚 列 0O<t,<t,<--<,<T, k=1,2, 
一 成 立 。 
证 明 显然 ;由 定理 的 陈述 ， 对 于 满足 PCA) {0,0} 
的 无 穷 小 生成 元 族 [AQ )jietor TERT Ce), (20M 
(2。5) 等 价 就 充分 了 。 
BEDR, B 5，。1 志 7 < 是 正 有 理 数 ， 命 4= 六 
是 正 整数 使 得 Nsi = mi 对 于 1<j<k 是 一 个 正 整数 。 在 (2。3》 
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k 
ERNI m= 2 m 项 并 将 它们 分 成 包 & m, l<pct 项 


门 上 个 子 集 。 在 第 7 个 子 集中 上 的 值 被 取 作 等 Fh. EB 
N 除 以 不 等 式 两 边 我 们 得 到 
mr po m; wj ON 
el oe aap) i <M(1~-5-) 


(266) 
让 Noo fi Ns 对 于 L<j<k RERBA AMR mB 
于 无 穷 大 ， 并 由 指数 公式 (定理 1。.8。3) 我 们 得 到 
| T 5,68) | <M exp { o © s, \, 


Ait (2-4) MAPA IER BER 5; IL. WTAE SB 5; HW 
般 情形 由 SG) 在 的 强 连续 得 到 ， 因 此 (2.3) 推 出 (2.4)。 
在 第 一 章 我 们 已 经 看 到 
RUgAG)) x= fe S, (ads, 
对 于 A> 成 立 。 (2.7) 
重复 CD 有 限 次 得 
È 网 加 | E 
H ROZAG)) x= -f exp { YS 4s; } 


fot fal 


t 
HT S, (Ss) ds nds . (2.8) 


im1 


利用 (2.4) 估 计 (2.8) 右 端的 范 数 我 们 看 到 
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id co (meds is. 
| WPRasaay| <M |x W f e? ds, 
J=: je 0 


“ i 
=M|x TP -0)71. 
p=1 


因此 (2.4) 推 出 (2.5)。 最 后 在 (2.5) 中 选取 所 有 4 等 于 4 知 
(2.5) 2898 (2.3), TEE, 

在 上 面 我 们 已 经 注意 到 如 果 {4(D heor 是 一 族 R 足 
AMEGU,0), +€(0,T] 的 无 穷 小 生 成 元 ， 则 它 是 一 个 稳 
定 族 .然而 在 一 般 情 况 下 确定 一 族 已 给 的 无 穷 小 生成 元 是 否 
是 稳定 的 并 非 总 是 容易 的 ， 对 此 以 下 扰动 定理 是 一 个 有 用 的 
准则 。 、 

定理 2.8 设 MO- wn 是 一 个 无 穷 小 生成 元 的 稳定 
族 ， 具 有 稳 定 BAM MoO, EBM, 0O<i<T EX by 
有 界线 性 算 子 ,如 果 对 所 有 0<t<T, ||BQ)|<K, wy 
MAO HEO} cor: 是 一 个 无 穷 小 生成 元 的 稳定 族 ， 具 有 稳 
ZER M Mo+rKM, . 一 

证明 由 定理 3,1.1 对 每 一 1€[0,T]，4A() + B() 是 一 
SC, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 容 易 验 证 和 如果 4>%+KM， 则 
ABE AOE 的 预 解 集中 和 


RAWAN + BWC) = DIRGAGQCBORGAOT. 


n=O 


因此 


Aa 
WRG;AG) + BGD) 


f=1 
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-TT (ERa: AUDEBCDROAGDT Je 2.9) 


Jat nmo 


展开 (2 。 DRERRIRE PER, 其 一 般 项 具有 形式 
RUA) EBGYRUA CD) I 
“READ TBODRGAG))] ! 


这 里 n>, 如果 5 nan, 并 利用 (AM) cco tt 各 
定性 估计 该， 则 得 到 信 计 M"*IK"4 一 0)-"-*。 在 这 个 级 数 
中 对 于 总 ay =n 的 顶 的 项 数 是 ( 史 ， 因 此 
Z fel 


1 | RG; AC) + Bop) 


Uae 


<MG-w J (z) MKA- 0)" 
n=0 


=MGd~-o~MK)"), 
证 毕 。 
I X MY B Banach 空间 ， 并 设 ,7 BBW ME 续 地 
BAA] X 内。 设 {40 hew Æ X 中 的 一 个 无 穷 小 生成 元 
的 稳定 族 。 又 设 (AM BAO E Y 中 的 部 分 的 族 。 


我 们 的 最 后 一 个 结果 给 出 了 (AQ heor 是 了 中 稳定 族 的 


一 个 有 用 的 充分 条 件 。 
定理 2.4 HOG), (iT 是 一 族 了 到 X 上 的 同 构 ， 


具有 以 下 性 质 : 
@ IOl- 和 leco- Hier 是 一 致 有 界 的 ， 其 控制 


BRAC, 
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GD MRR t00 在 具 范 数 | ,jx 的 空间 BC(Y,X) 
中 是 有 界 变 差 的 。 

设 {AD bec wr 是 X 中 一 个 无 穷 小 生成 元 的 稳定 族 。 
又 设 AHHAA, MH {AWD herwr XH 
一 个 无 穷 小 生成 元 的 稳定 族 ， 则 对 于 ELT] 了 是 4(CD- 
容许 的 和 { 4(D}， cours 是 了 中 一 个 无 穷 小 生成 元 的 稳定 族 。 

证 明 由 定理 4.5.8 即 知 对 每 一 1E[0,T], 了 是 4(D- 
容许 的 。 因 此 由 定理 4.5.5，4(b EY 中 的 部 分 Aw BY 
中 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 由 AOD 的 定义 得 到 

D(A ={xEX: OG) x E DCAM), AGO) -ix EY} 
= {xEX: OU -IxEDC A =O) DCAM) 
因此 (1) =O) AOC -1 。 这 就 推出 对 充分 大 的 实数 4 
RU; AG)) = OIREAD, 
于 是 
k ~ t 
WRG 4G = f OUTRA. (2.10) 
f=1 Jer . 
命 Pj= (OG) -OG_ G- (10) 的 右 端 成 为 
Od, 1 {RAA Ct) d+ P,) 
(+P) RUSAiC) OGD. (2.11) 
KM, Mo, 是 {AO} con 的 稳定 常数 。 展 开花 括号 中 的 
式 子 成 Pj 的 多 项 式 ， 并 注意 类 似 于 定理 2.3 的 证 明 ， 包含 mm 
A P, OU THAIN HS Mi 的 (m+3) 个 因子 ， 因 此 
我 们 可 以 得 到 该 式 在 X 中 的 范 数 估计 为 
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i E 
MQ- 0 pa +My IPs). (2012) 


j=2 ` 

由 P; 的 定义 我 们 有 [Py <ClOG)-~OG- plz. Ase 
(1 +a P D <exp(eCllOG,) -Oy Dr} 2.13) 
用 了 表示 LO 依 B(Y,xX) 中 的 范 数 得 到 的 全 变 差 ， 并 
利用 (2。12) 和 (2.13) 依 Y 的 范 数 估计 (2.11) 得 


yY 


è ie 
| W RAap | <CM CH Ot 
f=1 


k 
.exp { MiCY OC) -OD Ivar } 
q=2 


CMV -4 
< CMe C= w) 


因此 (ÅO heor BY 中 的 稳定 族 。 


$5.3 ”一 个 双 曲 型 发 展 系统 


本 节 讨 论 以 下 初 值 问题 
D = Acyucty, O<s<t<T, 
at 、 1 (3.1) 
uls) =r, 
的 发 展 系统 的 构造 ， 这 里 算 子 族 YAO}. or WEL F 条 
件 HDH, fi “he” 型 的 情形 ， 即 对 Ft 每 个 
算 子 A 被 假设 是 一 个 解析 举 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 相 对 R, 
RPA GDH) BARRA Rh” BH, Rea 
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的 原因 在 于 抽象 结果 对 偏 徽 分 方程 的 不 同 应 用 。 

设 X 和 了 是 分 别 具 有 范 数 | 。 | 和 || - lr 的 Banach 2 
间 。 整 个 这 一 节 我 们 假设 Y EF 的 和 连续 地 嵌入 在 X 中 ， 
HY 是 X 的 一 个 秋子 空间 和 存在 一 个 常数 C 使 得 

|u| <Clwlly 对 于 WEY 成 立 。 (3.2) 

BABX 上 一 个 C, ER SS), s> 的 无 穷 小 生成 元 。 
回忆 一 下 (定义 4.5.3) ， 了 是 4- 容许 的 ， 如 果 了 是 SO) 
的 一 个 不 变 子 空 :同和 S(O 在 了 EARM SO 是 了 上 的 一 
个 Cy 半 群 。 此 外 ， 在 这 种 情形 4 在 了 中 的 部 分 4 是 了 上 
KERS O 的 无 穷 小 生成 元 。 

对 于 tE[0.T]， 设 AO BX 上 Co 半 群 Ss)，s 之 0 的 
无 穷 小 生成 元 ， 我 们 将 作 以 下 的 假设 

HD Ahm 是 一 个 稳定 族 ， 其 稳定 常数 为 和 
mo, 

HID 对 tE[07T], Y #40- SiH TAO LY 


E A AO 的 族 CAO hewn Æ Y 中 是 稳定 的 ， 其 稳 


常数 为 用 Ao, 

(H) 对 teL0, T], D(A) DY, AQ) 是 mY BX 
内 的 一 个 有 界 算 子 和 t>4(D) 是 依 BCY,X) 中 的 范 数 是 连 
续 的 。 

本 节 的 基本 结果 定理 3.1 指 出 如 果 {A heros 满足 条 
件 〈 互 ) 一 (ED2， 则 和 初 值 问题 (3。1) 相应 的 唯一 的 发 展 系 
统 UG, s) 对 于 ox<s<i<l 存在 。 

定理 3.1 HAM, 0<t<T BX EC FRSO 的 
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无 穷 小 生成 元 。 如 果 算 子 族 (AO heon 满足 条 件 (CD — 
(Hs), MEX 中 对 于 0<s<t<T 存在 唯一 的 .发展 系 统 
U(t,s) 满足 

ED UGI <M exp {0-9} HFST RK 


(E) SUG) be ACY WE VEY, 0<s<e<T 


成 立 。 

(Es) -2 UUP = -UUA 对 于 VEY, 0<s 
KIT 成 立 。 
这 里 (EE,〉 中 的 右 导 数 和 《83》 中 的 导数 是 在 站 中 的 强 的 
意义 下 的 。 

TER 首先 我 们 用 如 下 定义 的 分 段 常 数 族 (4.0 ewr 


FMI (AO herori B= A 


n 


T, k= 0,1,., n 和 


{ At) = AD 对 于 Sth, k=0,1,--n-1, 


A,(T) =A. (3.3) 
因为 tA) BK B(Y,X) 中 的 范 数 连续 的 ， 所 以 
JAE ~ A .x 一 0， 当 ->co 时 ， (3.4) 


X tElo,T] 是 一 致 的 。 由 4,0) 的 定义 和 定理 的 条 件 即 知 
nl, {4O heor 是 并 中 具有 常数 M, o 的 稳定 族 和 


{A.C heun 是 了 中 具有 常数 好 ，w 的 稳定 族 。 
其 次 对 于 0<s<t<7 我 们 定义 的 双 参 数 算 子 族 DCbs) 
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WTF: 


| St 一 5)， 对 于 G<s<t<tj,,, 


[Se >| T 3 ， (二 -)] Salti~ 5), 


p=i+I 
WES GSIS, BESS e (3.5) 
容易 验证 Ut) 是 一 个 发 展 系统 ， 即 
UCs) =I, U,C,s) =U,(t,r)U,(,5), 
对 于 O<s<r<ix<T 成 立 。 (3.6) 


-U,(,5) = 


和 

(t,8) -U,Ci,s) #2 C<s<t<T 上 是 强 连 续 的 。 (3。7) 
.由 定理 2。2 得 

JUG, D| SM et", HF O<s<r<T Ry (3.8) 
和 由 H) 我 们 有 

U,49YCY, WF O<s<t<T Ry. (3.9) 

因为 对 于 ELOT] DIAG) OY, RY U,(t,s) 的 定义 推出 
对 于 WEY 


d = 
pr Ue) = A,()U,C, 5) Uy 
对 于 tasty > 7 = 0,1, n (3.10) 
0 =- 
os Un” 一 U。(b3)4。(3) vs 


对 于 st » j= 0,1, n (3.11) 
此 外 ， (Hs) 连同 定理 2,2 一 起 推出 


[UGD rM Om, WF O<s<t<T 成立。 (3.12) 
202 


VEY, HA ERR rU,(,r)U, (7,5)?, 由 (8.10) 和 
《3。11)， 除了 的 有 限 个 值 外 ， MPRA r, s&r <t 是 
可 微 的 和 


U.C, sv- U (isS)7= — 2 UCtr IU, r,s) vdr 


= f Un r) (4,77) - A,()U,,7,8)9 dr, (3.13) 


记 >= max(o,o)，(3.13) 推 出 
jos 一 DGsz 
<M M et- oef 4.07) = AP) rdr, 8.14) 


由 (3.13) 和 (3.14)， 当 8 一 co 时 ，U。(s)7 在 0s 入 tT 上 
一 致 收敛 。 因 为 了 在 中 稠密 所 以 U,(i,s)? 的 这 种 收敛 
性 连同 (3.8) 一 起 推出 当 nook}, U,(t,s) Æ X hia te &, 
FR F OSST 是 一 致 的 。 设 

U(t,s) = lim U(t,5)X， 对 于 XEX， 0<sxt<T, 


(3.15) 
Hi (3.0) 71G.7), BR UGS) BX 中 的 一 个 发 展 系 统 和 由 
(3.8) E) 成 立 。 
”为 了 证 明 CEL) 和 CEs) 对 于 ?ETY 考 虑 函数 和 一 
器:(t,7)S《? 一 5)?。 除 了 7 的 有 限 个 值 外 这 个 函数 是 可 微 的 ， 
我 们 有 


U,G,5)9- S(t— SV= 一 2 ya ryS,@—s)v dr 
2, s Or > 
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= | DU, (tr) Ar) ~ AMEC- syv dr, (3.16> 
因此 
Ua,» — S- s) ?| 
<MM etv] f A,r) ~ AC) ly xd 
让 nn 一 co 取 极 限 得 
|U ,s)»- SCt— sy rh} 
<M eof A ~ AG aad (3e17) 
在 (3.17) 中 取 TY= s, HEN t-s>0 和 让 tls 我 们 得 到 


lim sup—! _|UG,s)7~ S,- s| = 0, (3.18) 
ts 


t-s 


这 里 我 们 用 了 t>AQ@ fk PO, X) 中 范 数 的 连续 性 。 因 为 
S G= 5)7 在 t=s 是 右 可 微 的 ， 所 以 由 3,18)，U(t,5)? 在 
t=; 是 右 可 微 的 ， 且 它们 在 1=: 的 右 导 数 是 相同 的 ， 这 就 
HEH, E). , 

在 (3.17) 中 取 z=t 并 除 以 1-s>0 和 让 1 我 们 得 
到 


lim sup} |U Gs)? ~ S,@- s)vij=0, (3.19) 
$31 -sS 


如 同上 面 一 样 ， 这 就 推出 


O vas)» = — A)” (3.26). 
as s ` 


对 于 s<t, (ED 连同 U(i,s) 在 支 中 的 强 连续 竹 一 起 推出 
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-2t U(t,s)» = lim = Ues +h)v—UCt,s) vr} 


time y~U(s+h,s)v 
Wot {20049} 
= — UG,s) ACs)? (3.21) 
和 对 于 s<t 由 (3.20) 我 们 有 


. 人 5 U, syv = lim J _(U(t,s)9 -U(,s—h)?} 


a lim UCt,s) v=U (s,s — hY } 
40 h 


= -U G, ACY, (3.22) 


综合 (3.217 和 (3。223) 即 证 UG, 满足 ŒE). 

为 了 完成 证 明 剩 下 需要 指出 (bs) WF O<s<t<T Æ 
Be), ŒE) ME) 的 唯一 的 发 展 系统 。 假 设 了 (9) 
是 满足 (1) 一 (2 上 3) 的 一 个 发 展 系 统 。 对 于 ?EY 考虑 wR 
rV t, UT, s). RAA VG, 满足 E, H UGS 的 构 
造 ， 这 个 函数 除了 7 的 有 限 个 值 外 是 可 微 的 ， 积 分 它 的 导数 
得 

Vs) ¥—U,Ct,s)¥ = f Vir) (AG) — A,@))U, (7,5) dr, 


因此 
IV Ct,s)¥-U,G,s)? || 


<M e-do f JAO- Aradr, 8.23 


在 (3.23) 中 让 ne, HAA C304) HE H VEDY =U Gs) 
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对 于 ?EY Rir. AA Y EX 中 稠密 和 UGS) 及 VC,s) 均 
满足 CE), 所 以 U Gs) =V(t,s), 证 毕 。 
算 子 族 {AQ heor 满足 GA) 的 假设 并 非 总 是 容易 检 
验 ， 一 个 能 在 许多 应 用 中 被 有 效 地 验证 的 《H,〉 的 充分 条 件 
fe Lbs FR? SHE BAM, CH AD 成 立 ， 如果 存在 
了 到 XX Ebi (9) 使 得 CO lrer MOD ar 
是 一 致 有 界 的 和 tO) 依 ECY,X) HERE REE. 
iE 302 如 果 在 定理 3。2 中 (及 3) 由 以 下 较 弱 的 条 件 代 
i: : 
Ha 对 于 tEL0,T],，D(4(D)>Y M AM EL, 
T: B(Y,X)), 
我 们 仍然 能 对 于 初 值 问 题 CD 构造 一 个 唯一 的 发 展 系 统 
UGS. BRE, me As)’ Mo, ME 在 [0,T1 的 一 个 
RU Sy FFI] {ti 得 当 no 时 ， 5,= max{t,, — tj} 9, 
并 且 如 同 定理 3,1 的 证 明 中 一 样 构造 相应 的 算 子 4.(D 满足 
-Jim J. A,(t) - AG) Nex dr= 0, (3.24) 
new #0 
qe FAS Lay EA UL), RR 分 CD T 
REAS {T} ， 由 (3.14) 连 同 (3.29) 一 起 得 到 


UG,” 在 0<s<t<T 上 一 致 收 仇 到 UC), FB UGS) 
存在 和 满足 (ED) 。 此 外 ， 在 这 种 情形 ，(3,19) 在 [0,7] 上 
a.ce 成 立 ， 因 此 我 们 有 


/ Òt 
CE,) or UG” 


=A(S)?, HF VEY Mae 


t= 


O<sxrxT ERI. 
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类 似 的 
(Es)’ -2 UQ, v= -UG,) AG)», X FEY 和 


lees H OXsxixT 上 成 立 。 
性 质 ED), 2p’ 连同 (ED MUs) HRES 性 一 
起 保证 了 UCt,s) 的 唯一 性 。 


$5.4 双 曲 型 发 展 方程 的 正则 解 


eX ALY 是 Banach 空间 使 得 Y 稠密 地 和 连续 地 RK 
ABIX 肉 。 又 设 {AD herom X 上 一 族 Cy 半 群 的 无 穷 小 
ERT, WEM- POH Re AD, (AD) M H. & 
FECES TX), #F ROE 


oe) = A(tyu(t) +f), 0<s<t 


从 


T, 
(4.1) - 
uls} =Y. 


一 个 函数 WEC([Ls,TJ;X) 称 为 (4.1) 的 一 个 古典 解 ， 如 果 
uE X 中 对 于 tE(s,T] BER BW, u(t) EDA) 
WF s<i<T 成 立 和 (4.1) 在 X 中 成 立 。 不幸 的 是 我 们 不 知 
道 在 双 曲 型 的 情形 有 任何 简单 的 条 件 以 保证 初 什 问 题 (4.1) 
的 古典 解 存在 ， 甚 至 当 {三 0 时 。 为 了 在 适当 的 条 件 下 得 到 
(4.1) 的 古典 解 ， 我 们 在 本 节 将 只 限于 讨论 一 种 相当 强 的 ， 

因而 十 分 受 限制 的 (4.1) 的 解 的 概念 ， 即 Y- 值 解 的 概念 。 

定义 4.1 一 个 函数 “EC([s,T];Y) 称 为 初 值 问题 (4.D 

的 一 个 了 - 值 解 ， 如 果 uC, TEX) 和 (4,1) 在 文中 成 
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We 
(4.D 的 一 个 Y- 值 解 同一 个 古典 解 的 区 别 在 于 它 对 
于 s<t<T 满足 u(t) EYCD(A(t))， 而 不 仅仅 是 42(t) ED 
(AM); 它 依 较 强 的 了 - 范 数 连续 ， 而 不 仅仅 是 依 X- 范 数 。 
对 于 Y- 值 解 我 们 有 
定理 4.2 ik {A@ hewn 是 x 上 一 族 Co 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 ， 满 足 定理 3.1 的 条 件 HDH. Mik FECES, 
TIX). WRAAE 4.1) 有 一 个 了 - 值 解 x ， 则 这 个 解 
l u(t) =UG,s)? +f UGI ds, (4.2) 
这 里 U(,s) 是 由 定理 3.1 提 供 的 发 展 系统 。 
证 明 ULC, 对 于 OSs<i<T 是 在 定理 3.1 的 证 明 
中 构造 的 发 展 系 统 ( 见 (3.5)) 。 又 设 1 是 (4.1) 的 一 个 Y- 
值 解 ， 由 UV,(t,s) Te RE RPS Ber UG) ur) 在 X 
中 除了 有 限 个 + 的 值 外 是 连续 可 微 站 和 
Uhr) = -Ur A ur) 
tU GNAM«G) AUGI. (4.3) 
从 :到 t 对 (4。3) 积 分 我 们 得 到 
' uQ) =U,C,s) V+ f Ut, GO) ar 
+] EDCA ~ A Yur) dr 44) 
记 C= max |ue) ily ， 并 测 用 (3.8) 估 计 (4.4) 我 们 得 到 
| u Ut f enra] 
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<M ec HAW) hemsdr, (4.5) 
在 (4.5) 中 让 n->co， 并 利用 (3.4) 和 (3。15) 我 们 得 到 (4.2)。， 


u 的 唯一 性 是 表达 式 (4。2) 的 一 个 推论 。 
现在 我 们 转 到 齐 次 初 值 问题 


LAON ANu, HF O<s<t<T, 
{ dt (4.6) 
ul) =Y, 


的 了- 值 解 的 存在 性 问题 。 由 定理 4.2， 如 果 族 LADO heor 
满足 定理 3.1 的 条 件 和 初 值 问题 (4.67 有 一 个 Y- 值 解 ， 则 这 
ASA u(t) =U(t,s)v 给 出 ， 这 BUG,s) 对 于 O<s<t<P 
是 由 定理 3.1 得 到 的 相应 于 族 (AO heron 的 发 展 AR 统 。 
然而 一 般 来 说 x() =UG,s)? 不 是 (4.6) 的 了 - 值 解 ， 即 便 
y EY。 其 理由 是 双重 的 ， 了 Y 不 必 是 (bsS) 的 一 个 不 变 FB 
间 ， 甚 至 它 是 这 样 一 个 不 变 子 空间 时 ， 对 于 ?EY, UG? 
也 不 必 依 了 - ERGER UGS) 的 这 两 个 性 A 于 w(t) = 
UKt,s)? 是 一 个 (4.6) 的 Y- 值 解 是 必要 的 。 我 们 的 下 一 个 结 
果 表 明 对 于 这 种 目的 它们 也 是 充分 的 。 

定理 4.8 设 (AD heor 满足 定理 SIN RE. Lik 
UG,s) 对 于 O<sxixl BETS 3。1 中 给 出 的 发 展 系统 
如 果 


(E) UGsYc¥Y 对 于 O<s<ix<T 成 立 

和 

(E 对 VEY, UG, 在 Y 中 对 于 (<s<t<T 是 

连续 的 。 

则 对 每 一 7EY，U(t,s)»? 是 初 值 问题 (4e6) 的 唯一 的 工 - 值 
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解 。 

证 明 初 值 问题 (4。6) 的 了- 值 解 的 唯一 性 是 定理 4.2 的 
一 个 直接 推论 。 因 此 只 须 证 明 如 VEY, Mu sU)” 
是 (4.6) 的 一 个 了 - 值 解 . 由 (ED 和 ED 知 ud) EY 对 于 
SSIST 成 立 和 它 对 sSI<T 是 依 了 - 范 数 连续 的 。 为 了 完 
成 证 明 ， 剩 下 将 指出 w 满足 (4.6) 中 的 微分 方程 。 因 为 Ct) 
=UG,S)\VEY 对 于 SST Rar, Pr E) 我 们 有 


9 Ut.s)v=li U(t+h,s)v?-UG,s)v 
—_ = mm . 
ot (9 ito h 
=lim UC thD TT case 
AYO h 
= AIG) (4.7) 


(4.7) 的 右 端 是 在 X 中 连续 的 ， 因 为 tUas Æi Y- 范 
RE BSA t->4(1) 是 在 BY, 79 中 连续 的 ， 因 HEUG s) 
的 右 导 数 在 X 中 是 连续 的 ， 并 且 作 为 一 AY HE UGS TE 
X 中 是 可 微 的 。 由 (4。7) 


2 UC, v= AU ts)? 对 于 s<t<T 成 立 。 


由 定理 4.3， 如 果 册 定理 3.1 给 出 的 发 展 系 BH Uts) 
亦 满足 E) 和 (£5s)， 则 对 每 一 YEY， 初 值 问题 (4。 OA 
一 的 由 局 (27 给 出 的 了 - 值 解 。 为 了 得 到 一 个 满足 (£61) 一 
(Es) 的 发 展 系统 口 (,s) 我 们 将 用 下 面 的 条 件 代替 定 A 3.1 
的 条 件 G): 
Hdt 存在 一 族 了 BX. 上 的 同 构 (CO jieror 使 得 
对 每 一 EY，Q0Q)% 在 XX 中 对 于 1EL[0, 了 J 是 连续 可 微 的 和 和 
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OA OO = AC) + BH), (+08) 
这 里 B® MFO BX 上 一 个 有 界 算 子 的 强 连 续 族 。 
在 我 们 的 主要 结果 定理 4.6 的 证 明 中 我 们 将 需 可 下 面 
的 两 个 技巧 性 的 结果 。 
引 理 4.4 条 件 dD 和 Hot Amze AD, 


证 明 由 Hpt 对 每 一 >EY， 3 Or we X ch xt 


于 EL0,T] 是 连续 的 . 因此 | SO] ”在 [0,T] 上 是 
有 界 的 。 由 此 推出 tO) 是 Lipschitz 连续 的 。 从 而 它 在 
[0,7] 上 依 B(Y,X) 的 范 数 是 有 界 变 BW HOO. 在 
[0,T] 上 是 有 界 的 。t->OCD 在 BU,X) 中 的 Lipschitz 连 
续 性 亦 推 出 1!->QQ)-!1 在 B(X,Y) 中 的 连续 性 . 因此 
lOO- 在 [07] 上 是 有 界 的 。 因为 由 (1)， 

{AC her 在 XX 中 是 稳定 的 ， 所 以 由 定理 2.3，{4(DT+ 
BQ) coos Æ X 中 是 一 个 稳定 族 ， 则 由 定理 2.4 对 每 一 


iE50,TJ]，Y 是 4(D - AHS, HE (AGM heon 是 了 中 
的 一 个 稳定 族 。 

引 理 4.5 i UC,s) HF O<s<t<l Æ Banach 空 
闻 X 中 满足 105)<M 对 于 O<s<t<T 成 立 的 发 展 系 
RHO 是 子 中 的 有 界线 性 算 子 的 强 连 续 族 ， 则 存在 X 
上 的 唯一 的 有 界线 性 算 子 族 V(,s5)，0<s<t<T 使 得 


V(t,S)X= UCt,s)X + VFOUG,s)xdr, 
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MVO, RF s, t 在 O<s<i<T 上 是 连续 的 。 
证 明 VOCs) =UC,s) 和 定义 
Vect, = f VOD nHOuUuc,sydr, WF xEX, 
(4.410) 
对 m 用 归纳 法 易 见 (4.10) 中 的 被 积 函 数 在 O<s<r<t<T E 
EEE, AMARA E ADO 使 得 HD 二 
WFEtELOT] 成 立 ， 并 且 对 m 用 归纳 法 容易 验证 估计 


Ver cts) cart LH 
. m! 


Vi,s) = > VG,s) (4.11) 


m= 
EX hik- KATH A, HE ee MVC, 在. 
C<s<t<T 上 是 强 连 续 的 ， 此 外 由 (4.10) 和 (4.11),，V (i,s) 
EC), A SER TERA PRE Ves) 的 崔 一 性 设 
Vids) 满足 (4.9) 和 命 WG,5) =VG,s) 一 VCt,s)， 则 
wo,s)x=| War HOIUG,s)xdr, 
对 于 xEX 成 立 。 (4.12) 
若 ICts) 对 于 0<s<1<T 依 一 致 算 子 拓扑 连续 ， 则 W (ts) 
亦 如 此 ， 于 是 由 (4.12) 
|W d,s) <M Hf JEG, dr, 
从 而 Gronwall 不 等 式 推出 WC,s)=0 H FOSST RK 
z, AIEG, =V1C,s). Æ UG) 仅 强 连续 ， 则 可 用 依 
212 


一 致 算 子 拓扑 连 续 的 U(i,s) 强逼 近 ， 国 此 同样 可 证 了 (bs) 
=V, s), WEE 

本 节 主 要 结果 是 

EM 4.6 KAO 对 于 OSST BX ENC, BR 
无 穷 小 生成 元 。 如 果 族 {AO} ctor 满足 条 件 H), CH)* 
和 (Hy), MEX 中 存在 唯一 的 发 展 系统 UGS 对 于 O<s 
tT 了 满足 (81) 一 (E5)。 

证 明 由 引 理 4.4，{4(Djierorl MEARE HD, H 
A Gia), AEREA 3.1 存在 唯一 的 发 展 系统 UGS) 满足 
(BE)—(Es), i 


ik» Cy 和 用 OM? 表示 COY 的 导数 。 命 
CCD = OQ, (4.13) 
CQ) 对 于 OXt<T BRE X ETB RAT IB 连续 族 。 
设 Wis) 是 积分 方程 
W C,s)x =U(t,s)x+ f WCG,DEBE) + Cr) WUU,s)xdr, 
WF xEX 成 立 。 (4. 14) 


的 唯一 解 。 开 (i,s) 的 存在 性 ， 唯 一 性 和 有 关 性 质 由 引 理 4.5 
得 到 。 以 下 我 们 证 明 

Uci,s) =Q) IW G5) OG), (4.15) 
H(4.15, UGOrycy, MAH WO, EBX), FEUG,S) 
满足 E). ob, E WC,s)x  O<s<t<T LAER 
OG), CQ)" REREH UG, 在 了 中 对 于 OO<s<t<T 
是 强 连 续 的 。 因 此 满足 CE). 

现在 我 们 转向 (4.15) 的 证 明 ， 首先 我 们 注意 ， 由 我 们 
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对 OU) 的 假设 易 知 对 每 一 YEX，QCD)-Ix 在 了 中 是 可 微 
的 和 
E Eaa - 0 -OO x, (4.16) 
命 . 
QD = UENO), (4.17) 


由 CEs) 和 《4,16) 对 每 一 xEX， 1 一 Q(tynDx 在 X 中 是 可 微 
的 和 


-OUDx= -UUAN x VENOM OO 


OIx= -UGAO x- Err 
但 对 每 一 ?EY 由 Hdt BATA 

AMTY =O "IAG) + BG))Y, 
因此 对 于 ?Ey 


2 QG = -QYLNLAW) +BO) +ECO, (4.18) 


设 U,(t,s) 是 在 定理 3.1 的 证 明 中 〈 见 (3。5)) 构造 的 算 子 ， 
则 由 (3.10) 
BU 1,9) = AKDT) v”, WE VEY 成 立 。 
. | (4.19) 


这 里 除了 r 的 有 限 个 值 外 (4.19 对 所 As<r Mw. 综合 
《4。18) 和 (4。19) 我 们 得 到 
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206, NU r,s)» = =O r) (AG) ABE) +O) 


- A) U8), (4420) 
Mres 到 r=t 积分 (4。20) 得 
QU YI OND 
= 一 f QUY (A) +B) EOT) = ArU rdr, 
(4021) 
由 (EB1》 和 G3。12) 我 们 导出 
f OCE) CAC) = AC), dr | 


<M if erof JACY Anr) llya (4。22) 
这 里 ?= max(o, 0o)。 在 (4。21) 中 让 n> 取 极限 ， 并 利 用 
《4。22) 和 (3。15)， 我 们 对 vey 得 到 

QC TIU Ct, s) — Ot,S)Y 


= -f OBCOU GG, YY dr, (4.23) 


因为 (4,23) 中 所 有 算 子 在 X 中 是 有 界 的 和 了 EX he, 
所 以 对 每 一 "EX，(4.23) 成 立 。 因 此 经 过 整理 后 我 们 有 
Q(t, s)x= OC) UC, x 


+foenaa +C(r))UCr,s)x dr, e (4.24) 


3-H OM "1! 左 乘 以 (4。14) 得 
QO) IW t,s)x= RATU G, 


十 f OCE TIW Gr) (BE) + CU (7,8) x dr, (4.25) 
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由 (4。24) 和 《4,25) 的 解 的 唯一 性 得 
USSL E= OCt,s) = OTIW (ts 
由 此 推出 (4.15)。 证 毕 。 | 
由 定理 4.6 和 4。3 我 们 得 到 ， 
推论 4.7 i Oher BX 上 一 族 Co 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 如 果 {AO} ccm W Be ACAD, Hpt 
H), WWM Sy, WEN 
{ dult) 一 


dt 
u(s)=?, 
在 sSU<T 上 有 唯一 的 了- 值 解 。 

定理 的 条 件 能 够 容易 验证 的 一 种 特殊 情形 是 DAG) = 
DD 不 依赖 于 {。 在 这 种 情形 我 们 在 中 定义 范 数 [lolly 如 下 

Iri = lri FAO], Arey =D, (4.27) 
不 难看 出 ， 由 4(0) WIE, 4 DD 赋予 这 个 范 数 后 是 一 个 
Banach 空间 ， 我 们 用 了 KER. BR, vy 称 密 地 和 连续 
HAS X 内 ， 并 且 我 们 有 

定理 AB 设 {AD breton 是 XX 上 一 个 Co 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 的 稳定 族 。 如 果 DAM) =D 是 不 依赖 于 上 的 和 
对 >ED，4(D07 在 X 中 是 连续 可 微 的 ， 则 存在 唯一 的 发 展 
系统 UG,s) 对 于 0<s<t<T 满足 (21) 一 (Es)， 这 里 了 是 
D WP C4027) 28 HAIER llel 的 空间 ， 

证 明 我 们 将 证 明 {4(b homn MERE H), G)* 
ds). Z A) 已 经 明确 地 在 我 们 的 定理 中 被 假 设 了 。 
TA AC)” 在 X 中 的 连续 可 微 性 推出 (AD 是 依 BCY,X》 
中 的 范 数 连续 的 ， 从 而 Cis) 成 立 。 为 证 明 (H2)* 注 意 对 
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AYU, s<isT, 


(4.26) 


Ay>o BF OOA -AO 是 一 个 了 到 到 上 的 同 构 和 由 
我 们 对 ACOs RRM Vey, OO)? E K PRES 
ARN. Be 

QU) A QH =A, 
因此 (4.8) 对 于 BO) =0 Rar, Ave (Hdt Rear. WE. 


§5.5 ” 双 曲 型 非 齐 次 方程 


本 节 给 出 一 些 关 于 双 曲 型 非 齐 次 初 值 问题 


auc) = AGWE HÍO, OSs iT, 


{ (5.1) 
uls) =v , 


的 解 的 注 记 。 在 5.3 节 我 们 已 经 考虑 了 相应 的 齐 次 初 值 问 
题 和 在 假设 (HD-A) 下 我 们 已 经 构造 了 (定理 3.1 ) 唯 
一 的 发 展 系统 UG, 对 于 O<s<t<T 满足 性 质 (BEi) 一 (E3)。 
同 自治 情形 〈 见 4.2 节 ) 类 似 我 们 给 出 以 下 定义 。 

定义 5.1 {LAD be coors 满足 定理 3. 江 的 和 条件， 又 
UC), OXs<t<T 是 由 定理 3.1 给 出 的 发 展 系 统 。 对 
每 一 了 TELIGT XD 和 ?EX， 连 续 函 数 


OUE, +f UCDO dr (5.2) 
称 为 初 值 问题 (5.1) 的 mild 解 。 ， 
由 5.1 节 结 尾 处 的 注 记 如 果 发 展 系统 UGS) 是 充分 E 
则 的 和 JECITs TiX)， 则 初 值 值 问题 (5,1) 对 每 一 ?ED 
(A(s)) 有 唯一 的 古典 解 ， 并 且 该 解 同 mild 解 (3。2) 一 致 。 
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对 于 (5.1) 的 了 - 值 解 一 个 类 似 结果 (定理 4.2) 成 立 ， 

对 于 非 齐 次 初 值 问题 ， 下 一 个 定理 提供 了 yY- 值 解 的 存 
在 性 ， 

定理 5,2 设 (Aeon 满足 定理 4.3 的 条 件 ， 如 果 
JEC([sTT7)， 则 对 每 一 7EY， 初 值 问题 5.1) ai 有 由 
《5。2) 给 出 的 唯一 的 了 Y- 值 解 4 

证 明 ”在 定理 4.3 中 已 经 指出 UGS? 是 齐 次 初 值 问题 

的 =A(t)u@), 0<s<t<T, 


(5.3) 
u(s) = 


的 一 个 了 - 值 解 。 为 了 证 明 由 (5.2) 给 出 的 4 是 (3. 了 DD) 的 一 个 
Y- 值 解 我 们 将 指出 
W(t -| Ut nfa@)dr (5.4) 


是 (5,1) 具 有 初 值 W(s) =?=0 的 yY- 值 解 。 由 我 们 对 下 的 
MEM CED 即 知 WO EY 对 于 SiS 了 成 立 , HED, 
roUC Ni) Ey 中 是 连续 的 。 由 此 推出 i>W() 在 了 
中 是 连续 的 和 对 于 s<i<T, ro AOU GMIT) EX PR 
ERR. AHU GMIN 的 连续 性 推出 WCG) EXE 
连续 可 微 的 和 


HO 2 AW +h) 对 于 s<t<T 
在 X 中 成 立 ， 如 所 期 望 的 那样 。 最 后 (5.1) 的 了 值 解 的 唯 
一 性 是 定理 4.2 的 一 个 直接 推论 。 
定理 5。2 表明 如 果 X 上 的 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 族 
LAO }yetoom 满足 条 件 (HD, Hdt 和 H), MW 每 一 
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vey 和 1€EC(Ls,TJ]:yY)， 初 值 问题 ($.1) 具 有 由 G.2) 给 
的 唯一 的 了 - 值 解 x。 这 是 推论 ,4.2.6 的 一 个 简单 推广 。 

我 们 的 下 一 个 结果 是 考虑 对 于 OST MAA F AC 
有 一 个 不 依赖 于 上 的 公共 定义 域 刀 的 特殊 情形 。 这 是 HE 论 
4.2.5 的 一 个 简单 推广 。 

定理 5.3 (AM) con BA 上 的 Co 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 的 一 个 稳定 族 ， 使 得 DCAG)) =D A HR Ft KT 
每 一 2ED，4(D7 EX HAMA, WAIE, TID, 
则 对 每 一 CD, DHARMA PAu HFR He 

u(t) =u,» f UGNI dr, (5.5) 


证 明 象 在 定理 4.8 中 一 样 我 们 赋予 D 以 4A(0) 的 
象 范 数 并 用 了 表示 该 Banach 空间 。 于 是 由 我 们 的 假 设 ， 
对 充分 大 的 A, 和 每 一 1E[07T]， OO =A- AQ) 是 一 个 了 
S| X 上 的 同 构 ， 使 得 Cay EX 中 对 每 一 VEY 是 连续 可 


微 的 。 我 们 用 OW) BRO? 的 导数 ， 由 定理 4.800,s)7 
是 齐 次 初 值 问 题 (5.3) 的 y- faa. Abo EAR OG. 5) 
给 出 的 《是 (5.1) 的 一 个 古典 解 只 须 证 明 


Wd) = f U(t rfr) dr 


是 (5.1) 满 足 W(s) =0 的 一 个 古典 解 。 为 此 我 们 首先 注音 
OMI) Hy 中 是 可 微 的 和 


-人 OOD-HD)=0mD-160)00DTOD+OO) -了 OO) 


=Q0)-1g(7), (56h) 
这 里 C7) BIC 的 导数 和 OF E- CHOM "FO, | 
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Wr A UGNOM FO 并 利用 ED A Gob) 我 们 得 到 
-2u Gnodw) NFU) 


= -UGNAMOM-¥O@) +tUGNCM Ir) 
=UC NIM) FUG NOM CET) = ht lr)). 
从 r=s 到 +=t 积分 该 等 式 在 重新 排列 后 我 们 得 到 
Wt) =O) FQ) — LU G5) O(s) IF GS) 
:| UENO) Ce) ~ hf (rdr] 
=H- 0), . (507) 
Hed) 由 (5。7) 的 第 二 个 等 式 定 义 。 因 为 OMFG) € 


y rN E-A) 在 了 中 对 于 xEFsT] 是 连 
续 的 ， 所 以 内 定理 5.2 得 


BOD = AG) 10 gC ~ ATO) 
对 于 O<S<I<T 成 立 。 (5.8) 
因此 
dW) _ dv¢t) 
MO WO 2 4 Qo tay 一 ZE 


=0 Tg- OTE = Af — AAY 
= ACOW (HD +A GO — A QO VE) 
=ACW() +I. 


因 关 2O 和 0(D-ig(D 在 X hae, maT OE 


x 中 -是 连 续 的 和 W 是 (5.1) 对 于 ?=0 的 一 个 十 去 解 。 为 
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了 证 明 十 典 解 % 的 唯一 性 。 设 ?71 是 (5.1) 的 一 个 古典 解 . 
由 我 们 的 低 设 和 (i,s) 的 性 质 〈 见 定理 468), UE 
FO) fe X 中 是 连续 可 微 的 和 


-D vay mT sUGnNIig, 
or 


从 s 到 二 积分 该 等 式 得 到 1,0) =u, 


§5.6 ”抛物 型 初 秆 问题 的 一 个 发 展 系统 
本 节 开 始 这 一 章 约 第 二 部 分 ， 我 们 研究 抛物 ae 初 值 


AUY 4 Ant) = fC), O<s<t<T, 


{ at (6.1) 
uCs) =x, ` 


这 一 部 分 的 结果 是 同 85,2 一 5.5 节 中 处 理 的 相应 的 双 曲 型 情 
形 的 结果 无 关 的 。 对 于 抛物 型 初 值 问题 


us) =x 
的 发 展 系统 将 在 下 面 用 一 个 完全 不 同 于 在 双 虑 情形 ($5.3 节 ) 
中 所 采用 的 方法 来 构造 。 本 节 致 力 于 构造 这 种 发 展 菏 统 并 研 
究 其 主要 的 性 质 。 
*) 在 抛物 情形 习惯 上 将 4(Dx(D 项 写 在 方程 的 左边 ， 这 
样 做 是 为 了 避免 在 应 用 AQ) 的 分 数 辕 时 有 关 记 号 上 的 困 难 。 
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WW) LAGUA =0, OXs<t<T, 
dt (6.2) 


我 们 首先 作 一 种 形 式 的 计算 以 引导 我 们 得 到 构造 发 展 
系统 的 方法 。 假 设 对 每 一 4E[0]， -40 Æ Banach 空 
闻 X 上 的 Co FR SCS), s>0 的 无 穷 小 生成 元 和 UC,s) 是 
关于 (0.2) 的 一 个 发 展 系 统 。 命 

Uct,s) =S$,(t- s) + W(t,s) 
=S 0-5 +{ S,- DRT dT, (6.3) 


是 《形式 地 ) 


vas) = — ACS) St- s) + Rts) 


一 f A(D)S,(-n)R(,s) dt 


和 
Ud) + A(H)U(t,s) = R(t,s) — Ris) 
-f R GDR, dt, (6.4) 
这 里 
Ris) = (ACs) ~ AYSE- 5), (6.5) 


因为 0(i,s) 是 关于 (6.4) 的 发 展 系 统 ， 所 以 由 (6 4， 积分 
方程 


RO) = Ris) + | REOR, dr (646) 
必 成 立 。 给 定 R,@,s) 我 们 试图 作 相 反 的 论证 ， Bil XF R(,s} 
解 积分 方程 (6.6)， 然 后 由 (6.3) 定 义 UG), LR LK 
BHO UC) 的 方法 。 为 严格 地 实施 这 一 构想 我 们 E 
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要 以 下 假设 ， 

(P1) ACG) 对 于 OSST EK DAG) =D H X 
中 稠密 和 不 依赖 于 t, 

pz》 WELOT], AG 的 预 解 式 RAA) MTA 
有 使 得 Re4s0 的 4 存在 和 存在 常数 M 使 得 


IRGA <r pro HF RAO, +E[0T] RE. 


(6.7) 
(Ps) ”存在 常数 工 和 0<a<1 使 得 
(AQ) = AG)) AG) AIL t- sj 对 于 s,trEL50,T1 成 
We (6.8) 
我 们 注意 (PJ) 一 (Ps) 成 立 的 区 间 取 做 [0,7] 仅仅 是 为 
了 记号 上 的 方便 。 下 面 证 明 的 所 有 结果 对 任何 使 这 些 假设 成 
立 的 区 间 [a,b], 0<a<b<oo 都 成 立 。 
本 节 的 主要 结果 是 
定理 6.1 在 假设 PDP) 之 下 ， 存 在 O<s<t<T 
上 的 唯一 的 发 展 系统 U(t,s) 满足 
ED UG, ||<C, HEF O<s<t<T 成 立 。 
Ept xt FF O<s<t<T, UCs) 2 X>D FH t--UC,s) 
在 站 中 强 可 微 ， 导 数 -名 -UC EBCX) 和 它 在 0<s<t<7 
上 是 强 连续 的 ， 此 外 
QUC) +A OUN, =0 对 于 0<s<t<T 成 立 ， 
(G.S) 
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| 
| 00d) -Mouan L eaw 


和 
AHU DACT, HF O<s<t<T 成 立 。 
(6.11) 
Et 对 每 一 ?ED 和 tt1€(0,7]. UGS FS 在 


-2 UU UGA, (e12, 


定理 6.1 的 证 明 将 占据 本 节 的 大 部 分 。 这 将 分 成 三 个 
主要 部 分 。 在 第 一 部 分 ， 我 们 将 通过 解 积分 方程 (6.6) ik 
UGO 和 利用 (6.3) 定 义 U(,s)。 在 第 二 部 分 ， 我 们 将 证 明 
UG, 满 足 Eo 中 叙述 的 性 质 。 在 第 三 部 分 ，U(i,s) 的 
唯一 性 连同 0G,5) =U UGS), MF O<s<r<v<P Xx 
立 和 ED 将 被 证 明 ， 

在 开始 证 明之 前 我 们 推导 假 设 (PD) — PD 的 一 些 直接 
推论 。 首 先 我 们 注意 Co M DÆ X hey Baw 对 
每 一 t+€[50,7]，-A4Q) 是 一 个 解析 半 群 5,(s)，s 宇 0 的 无 穷 
小 华 成 元 ， 它 满足 〈 见 定理 2.5.2) 

[KOST 对 于 seo 成 立 ， (613) 


AOS,C) |< 对 于 5>0 成 立 ， (6.14) 


这 里 及 以 后 我 们 用 C 表示 一 个 一 般 的 常数 。 由 (Ps) 又 存在 
一 个 角 0E (o, FeR 
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pCAC))DL= fA, larg Al SA} U0} (6.15) 
和 对 所 有 ACS, (667) 成 立 ， 只 是 可 能 具有 不 同 的 常 数 M, 
假设 《P1) 一 (Ps) 的 更 多 的 一 些 推论 集中 在 下 一 个 引 理 


中 。 
引 理 6.2 设 《P1) 一 CPs) 被 满足 ， 则 


AG) -AGUS OE i 
对 于 s EC0,7], fit ELO, 7 成 立 。 (6.16 
NACE) (S, (59) = SAS SE © -a 
$152 
对 于 S1952 € O, r], Eve £0.79 成 立 。 (oe 7) 
HAC), 0) = SN) |< Sy rol 


对 于 SE OT], tn,72€[0,F] Raz. (6.18) 

ie ob, WF sed, T], t, ECCT], 40S, Cs) BCX) 和 
BCX) EMR ADS, GC) 对 每 一 e>0, 在 sSELe,TJ, brEr0， 
Ti EBT Bh BORE 

证 明 ALAM s>0, S06) XD CEE 2.5.2), 
所 以 由 闭 图 象 定 理 对 brE[0T]，yE O,TI, AcsyS.¢s) 是 
一 个 有 界线 性 算 子 ， 由 (6 是 和 (5。14) 我 们 有 

(CAC) ~ AEDE OS (AG) ~ AG) AGT 


(A@S.() [SS ll 


这 就 证 明了 C6.16)。 为 了 证 明 (6-11) 设 O<sy<s, HI XE X, 
由 32.5 节 的 结果 我 们 有 
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s 


ACS GDX- AOS GDE = = | AOS, Ox do 


s 


1 
= -f AS, (<) do, 
51 


因此 由 (6.14) 
ACES, (2)x— ACS, (51) |] 


2 1 _ Cj - 
<Cllx do = Som $ 
SS | 小 o? S153 | sz Sije 


AI C668), AOAIE 对 于 brE[0,T] 成 立 ， 我 
们 得 到 
AC) (ORD = S,(82)) |< | ACt)A (27 |] ° 
ACS, GD ~ 8,652) )|]<E—| s9~ 51 
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这 就 证 明了 (6.17)。 
为 了 证 明 (6.18) 注 意 由 CP») 得 
|AORG; AOISE, WF O<t<T ae, 
因此 
IAE) (RU AG) ~ RAA) | 
= [ACOR ATD (AG) - AG) ROAM) | 
SAMA) AD RG; ACT1)) 
[ACD — AG) AC) | || AGRO AG) ) || 
<C jr- T|? (6.19): 
由 2.5 节 的 结果 我 们 得 到 以 下 的 表达 式 
ACS, (s)x- AWS, (x 
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= ya eA (ROSA) = RG; AC) då, 
这 里 卫 是 卫 中 连接 coe!’ Al coe”  — RE A 
(6.19) 估 计 (6。20) 我 们 得 到 

AGS, C5)x— AS, (x| 


<Cln-nllxl{ leidas- E nr lil 
i S . 


最 后 为 了 证 明 对 tr ELOT], se€fe,T], AC)S,(s) 依 
一 致 算 子 拓扑 的 一 致 连续 性 我 们 仅 需 综合 (6,16)，(6.17)， 
(6。18) 并 用 三 角 不 等 式 。 

推论 6-3 BF RCS =A- AOS- 对 每 
~e>0, 在 0 所 $<t- < 了 上 是 依 一 致 算 子 拓 提 一 致 连续 的 
和 

Riis) || SC jt- sj, WAF OMs<ctxT Ry, (6.21) 

证 明 第 一 部 分 结论 是 AOS.) 在 BCX) 中 的 一 致 连 

续 性 的 一 个 直接 推论 ， 而 (6.21) 由 下 式 得 到 
Ris) |<] CAG — AGS) AGS) I - JAG) S,C = 5) || 
<Clt—s|*|t-s[=Clt— s|" 


现在 我 们 准备 开始 构造 UCD. 

I 。 发 展 系统 的 构造 

我 们 从 对 RC, 解 积分 方程 (6.6) 开 HA, 如 FE RC) 
满 尼 (6.21)， 则 (6.6) 能 用 逐次 这 近 法 求解 如 下 。 对 于 mm 之 1 
我 们 归纳 地 定义 
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Ryai(t,s) =Í RNR, Sdr, (6622) 


于 是 我 们 用 归纳 法 证 明 R,(i,s) 对 ORs tT 是 依 一 致 算 
子 拓扑 连续 的 和 


aye (Cr) Loe 
| R A Su) Se _ | H . 
[RDI on EH (6.23) 


这 里 DO) 是 二 上 典 的 ?- RA E23 HAER R 们 
AWATARA TER 
(6.24) 
它 对 每 一 c，8>0 或 立 。 我 们 往 意 定 义 R19 的 积分 是 
一 个 反常 积分 ， 其 存在 性 是 (6.23) 的 一 个 直接 推论 .Rs 
(i,5) 的 连续 人 性 世 容 易 从 RCS), Ry C55) 的 连续 性 及 (23) 
得 到 ， 
估计 (6.23) 推 出 级 数 


Riis) = J) RS) 
对 每 一 e>0 在 OSs<t~e<T 上 依 一 致 算 子 拓扑 一 致 收 &. 
作为 一 个 推论 ，R(t,5 对 每 一 e>0 在 O<s<r-e<T ELE 
在 BCX) 中 一 致 连续 的 ， 
由 (6.22) 得 


Rts) = >，R.(b3) 


mei 
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= R(t,s) + > f R,T) R, (7,5) dr, (6025) 


R,(i,s) 对 于 m>1 的 连续 性 以 及 (C。21) 和 (6,23) 推出 能 改 
变 (6.25) 中 的 求 和 和 积分 的 次 序 。 由 此 可 克 RCS) 是 积分 
方程 (6.6) 的 一 个 解 。 此 外 


PRG,s) |< Dana) CCP Ca)” = sy"! 


m=i 


<( 工 TOma) -CT (Te) a- sj% 


m=l : 


a 
<C- s)“, (6626) 


HC 3) EK UGS), IA SiC) 的 强 连续 性 以 及 (613) 和 
(6.20) 容易 推出 UC) 对 于 0<s<1<T 是 强 连 续 的 和 
JUDIKIS- 9] + | tS. Dle Re lar 


<C, + cf (r— sp ldr<C, (6227) 


因此 ED RZ, ATIE UG!) 对 于 O<sxt<l 是 一 
个 发 展 系统 竹下 只 需 证 明 0G,s) =U NU CSF s<r<t 
成 立 。 这 由 以 下 将 证 明 的 初 值 问题 (6.2) 的 解 的 唯一 性 ( 定 
FE 6.8) 和 由 Et, (602045 RE UC) x 的 事实 得 到 。 

I. UG, AT kE 

现在 我 们 转 到 证 明 在 上 面 构造 的 UCS 有 Edt h R 
述 的 性 质 。 为 此 我 们 需要 一 些 祯 备 结果 。 

引 理 6.4 ”对 每 一 6, 0<P<a, BEBM Ce 使 得 

(Ri (4s) ~ Rilr,S) || <Cp (t= ty? se, 
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对 于 O<scr<t<T 成 立 。 (6428) 
证 明 我 们 有 
Ris) ~ Ri(T,S) = (AG) -AGS 5) 
+ (A(s) — ACT) (S, C= $) ~ S,@= 5), 
由 (6,16)) 得 
CAG) ~ AGS- SYS CCH e T] 
CG- -S 


[CA =- AG) St -S.Cr- | 
<A AG AG)“ AG) GE= 9) - 8. = 5) 


用 (6.8) 和 (17) 估 计 最 后 不 等 式 的 右 端 我 们 发 现 它 是 有 A 
H HRE CO-a- MACD i 它 
我 们 发 现 其 界 是 CCGz- 9%. Ale 
(AGS) — AM) St 9 -S.¢- 59) || 
KCL (r— sy (tT) PL (r= sty 
=C(t-1)°- 57, 
从 而 
Ry @,s) ~ R E,D SCG- ra- sy, 
另 一 方 商 由 (6.21) 我 们 有 
| Ritts) ~ R0,89) || S |R €89) N+ RICT,s) | 
<C- STL T- YH < Cir "1, 
对 于 R E, CS) 的 两 个 估计 值 作 播 值 处 理 我 们 得 到 
[Ri 一 RiCzs<CLG- 1) *G@— 8) 1h" 。 
[rm SJKC- TT S81, 


推论 6.5 ”对 每 一 8, 0<bxa, FERR Cp 使 得 
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IRC, S 一 RCr |< Cg(t— 7)? Cr— 81 
对 于 O<s<cr<t<T Riv, (6429) 
证 明 ， 由 积分 方程 (6.9) 我 们 有 
Ris) ~ RG,s) = R s) ~ Ri, +| RI(i,0) ROG,S)do 


+E Rico) -RERO do, 


估计 (6.21) 和 (6.26) 推 出 
f R(i,o0) Ro,s) dol| 


<C | GŒ- yo- ido 


<C (T- saf -odo 


KCl- SNL- TY Cr sE), 
WM (6228), (6026) F0(5024) He 


f (Ricta) 一 R,@,o))R,s)do | 
<C(t—1)? fe- os-p-LCo- s)“ ido 
<C- TE- 5) PKC G DACG- syn Al。 
现在 估计 (6。29) 是 (6,28) 和 最 后 两 个 不 等 式 的 一 个 直接 推论 ， 
引 理 6.6 ”对 每 一 xEX RNA 
lim S,(x=x, Æ 0 委 ! 委 工 上 是 一 致 的 。 (6430) 
sO 
证 明 对 xED 我 们 有 
x- S, (8)x = f AHS oxda = | S,(o) A(t)xdo, 
0 0 
因此 
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[x= Sxl É SC [AAC+ LAO ldo 
<eC||A(0)x|| 
和 (6。30) 对 每 一 xXED 成 立 。 因 此 D EX RAMIS) || 
<C, MARE xE 通过 逼近 即 得 所 证 结果 。 
现在 我 们 转向 证 明 UCi,s) 的 可 微 性 。 因 SC - s) 对 

tos TMM- 9) = As)SC1~s) 是 一 个 有 界 
线性 算 子 ， 且 对 1>s 是 在 BCX) 中 连续 的 ， 所 以 只 须 证 明 
WO) 的 可 微 性 。 为 此 我 们 命 

W.G- s) -| S0- DRC dr, WE O<e<t—s, 

(6.31) 

当 e>0 BF, W,C,9--W,), IESi WW,(t,s) 关于 二 是 可 微 
的 和 


ow (8) =S,_,CeE)RC- €,5) 
-| AOS- ORG dr, (6032) 


利用 等 式 AOS C-D =O S,0~ 1) 我 们 能 重复 写 最 后 的 
方程 为 

-Ò W (1,s) =S,- (RG e,s) 

DE 

+f" aosa- 1) - ASC -RCS dt 
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十 | aose ~Ty€RC,s) = RC ydr 


十 (3 一 3 ~S,Ce).RG,5), . (6.33) 
由 (6.13) 和 (6.26) 知 (6.33) 的 右 端的 第 一 和 最 后 一 项 是 依 范 
数 有 界 的 ， 其 界 是 C(1 一 :6)"-!， 而 从 (5.16) 和 《6.18) 我 
们 容易 推出 

“AGS, TD- ADS, -7) || SCG 1), 


因此 
| [ Gs T) -ADS G- DRCT, sydr | 
<C fe — Lar ~ sy drO C = 8) 871 
<cd- s) = s— e ICU s~ e) T 
最 后 由 (6.14) 和 (6。29) 我 们 有 
| AOS- T) (RG) -R €s) Jda 
<C fe- TPIT 8)°-Pldr 


<C- NKC = se E)n, 


综合 这 些 估 计 我 们 得 到 


2 | c be 
| rT | < (6.30 
这 里 C 是 一 个 不 依赖 于 e>0 的 常数 ， 在 《6。33) A i 
£0 并 利用 引 理 6.6 我 们 看 到 当 60 M, -W.C 强 


Wo, AW Cts) 表示 其 极限 我 们 有 
, W Gs) = SCE- DRGS) o’ 
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十 | cosc- t)~ AC)S -TI RG,S) ar 


+ f ACDSE- 1) (RUS) = RG,s))dt, (635) 


由 此 推出 对 于 O<s<i<T, W OD 是 强 连 续 的。 此 外 ， 
在 (6.34) 中 让 se->0 取 极限 得 

WW? Cys) SCCt= 51 (6036) 
现在 ， 在 


W 42,8) =W (ti,s O_W (x, 3)d¢ 
Cias) =W, Cas) = j’ 2 


中 让 e>0 得- 
t2 
W (tos) ~ W5) =Í W (r,s)dr, 


这 里 H>LD>ste, AA W E,D 对 于 OSsciCT E R E 
续 的 ， 所 以 WG, 对 于 t 是 强 连续 可 微 的 和 
Ws) =W (ts), 
因此 U0(i,s) 是 强 连续 可 微 的 ， 
ð -- = ð B 
V0) = AOSE) +2 WS), 
并 由 (6.14) 和 (6.36) 


I ! C 
| -2U Cs) i <<. 


uy 
fi 


命 


U,(t,s) =S- +W,(t,8), 对 于 E>0 和 i- s>0, 
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容易 推出 U.C,s); XD 和 由 (6.31)，(6.32》 


0 , 
3i U.Ci,s) + ACU CS) 


=S._.Ce)RC— e,s) -R Cs) 一 全 Ri DR a 
: (6.37) 
让 e0 取 极 限 ，(6.37) 的 厂 端 强 收 人 鳃 于 零 。 因 为 


20.5) >-9 Us) 是 强 的 ， 所 以 由 (6.37)，4(DU.Gh 
3) 当 e->0 MERA. xE, AW BEER) U,(i,s)x 
>U (4,s)x 一 起 推出 UG,s)xED 和 AC)U,G,s)x > ACU, 
9x, FEM e0 时 在 (6.37) 中 取 强 极限 得 


-9 UCs) +ACUG,s) =0, HF >s 成立。 


这 就 结束 了 (6。9) 和 (6。10) 的 证 明 。 
为 了 证 明 (6。11) 我 们 需要 
引 理 6.7 设 9(i,s) 之 0 在 0<s<t<T 上 是 连续 的 。 
如 果 存 在 正常 数 4，B 和 RE 
Hts) <A+ Bl (t= 0)" 19, do, 对 于 OSs cial, 
(6438) 
则 存在 常数 C 使 得 OCs) <C, WF O<s<t<T 成 立 。 
证 明 ”用 恒等式 (6.24) 闪 代 (6.38) n 一 1 次 并 用 工 估计 
i-s 我 们 得 到 


n—1 BT i CBr)" f < : . 
ENDS 一 二 -人 te 1 
P 3) 4 人 z ) Tina) , (t- 0)" iol, do, 
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LER n 充分 大 使 得 ne>>1 和 用 T h H C-on R iT 
得 到 
P, NSC + cf gy o,s)do, 


由 Gronwall 不 等 式 推出 pa Ce eC A 
为 C1 和 C 不 依赖 于 s， 所 以 这 个 估计 对 OSs iT R ar, 
现在 我 们 转 到 (6.117? 的 证 明 。 设 XEX HS RR Y) 
=S,(t- s)U(s,1) A(t) x, HF O<t<s<t<T, FAB H 
PRT s 是 可 微 的 和 
P'O SE- SONTAG ~ AG) IU CS ACT) x, 
Mr Blt E 积分 并 作用 AC 我 们 得 到 
Z(t TX=AC)S C- TAr) +f Y(t,s)ZCG Dds, 
ij (6.39) 
这 里 
7(b5 =A CHS, Ct SLA ACS) ACS! 
和 
Z(t,t) =A(QHUG,DA(r)™, 
由 (6.8) 和 (6。13) 我 们 有 | 
AOSE -DAMI = SEDANA] 
ES GG- 7) ] ADAI EC 
并 由 (6,8) 和 (6。14) , 
ly C58) |< MOSE | A@-AG))A(s) 7] 
SCG- sT 


现在 估计 (6。397， 我 们 有 
Zax <x] + C [.e-ormzcs raids 
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利用 引 理 07， 由 此 推出 ZGS]. RE 
\Z (2,7) || = ADU EDAS, 

正如 所 期 望 的， 这 结束 了 Et 的 证 明 。 

m. tE 

满足 ED, (E+ F (Et 的 发 展 系 统 的 唯一 性 正 如 
我 们 以 下 将 看 到 的 ， 它 是 (Es) + 的 一 个 简单 推论 。 

我 们 首先 在 对 每 一 72ED，4(D7 在 [0,7] 上 是 连续 可 
微 的 补充 假设 下 证 明 (Es)+， 这 个 假设 直 BH 出 -6- 40 
AO) =A’ AO 5E [0,7] 上 是 一 致 有 界 的 。 它 亦 推 出 
WH-AE2, RUAG 关于 是 可 微 的 和 


SRA) = RACJA’ (s)RUSA(S)), (6.40) 


由 (6.7) 和 (C6.40) 我 们 推出 
|2 _ RAG) < <a ap WRAEZ Rr, (6.41) 


假设 (Pi) 和 CP.) 推出 Ci 2.5 节 ) 
一 = 1 ~A(ETS) e 
8,09) = 5h fe RC ACs) dA, 


RET fb pE coe"! 和 coe "的 一 条 光 消 路 径 。 现 在 
由 我 们 的 补充 假设 如 果 t- s>0, WSC- 关于 s 是 强 可 
微 的 和 


Ò Sas =a de“ RACs) ydh 
os 2X1 Jr 
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+1 È eat- D ROAA 
Os 


2ni Jr 


_ 0 L 1 f oe- 9 pe 
2s. toh fie S RAA dA, 


为 了 证 明 Œt 我 们 构造 一 个 算 子 值 通 数 VG, 满足 
{2 — 2-va, w= VEDAS, HAF SssiT, vED, 


VO,t) =I, (6.42) 
并 在 后 面 证 明 VG,s) =U Gs). VOS 的 构造 用 类 似 于 上 述 
构造 U(t,s) 的 方式 可 得 。 我 们 命 


Q(ti,s) =( -2 + 2 ) S(t =s) 


= Lf emat- -IRAGA 
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利用 (6,41) 和 用 类 似 于 定理 1.7.7 的 证 明 中 的 方式 估计 
Q1(t,s) 我 们 得 到 


一 1 -AU-s ò . 
Q: Œs) = | ale aM gs ROAM i<c, 
其 次 我 们 用 逐次 逼近 法 解 积分 方程 
Q(t,s) = Q(t,s) + fodmacrdr, (6.43) 
这 可 用 解 积 分 方程 (6,6) 完 全 一 样 的 方法 得 到 。 因 为 在 这 种 


情形 O14 是 一 致 有 界 的 ， 所 以 C6。43) 的 解 OC) RE 
loG,)<C, 
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A 
Vs) =S,- 5) + Í QES a= sy dz, 

RISA VOSNE FI VED, V(t,s)v 关 于 s 是 可 微 

的 。 对 s 微分 了 (bs)7 得 


0 _ 
ay EOD V cts) ACs)v 


=O, (t,s)¥ + fo (t,7)Q0 (7,8) vdr -= O (t,s)v=0, 


E VESO EXA VED =I, Mit 了 (ts) 是 (6。42) 的 一 
个 解 。 

对 xEA 和 3S<r< MR rV GNU CG, sx F x 是 可 
微 的 和 


0 
or (t, r)U Cr,s)x 


= 了 (tr)4(DUC -V EMANU C, sx=0, 
这 表明 对 s<r<t, VOU Gr,s)x 是 不 依赖 于 r+ 的 。 让 rs 
和 rr1t 我 们 对 每 一 x*EX 得 到 V(x=U(,s)x, 因此 
UC,s) = Vas) MUG) 满足 


Os 
这 就 是 所 期 望 的 ， 

我 们 继续 在 一 般 情形 下 证 明 (6。44) 的 正确 性 ， 即 不 假设 
以 上 所 设 的 ACHAT 的 连续 性 。 为 此 我 们 用 一 个 满足 
AAO 是 连续 可 微 的 算 子 序列 A) KHAO, 
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9_Ud,s)v=U(,s)ACs)y， 对 于 vED 成 立 ， (6044) 


作法 如 下 ， 设 p(b BR 上 的 一 个 连续 可 微 的 实 值 函 数 ， 满 
BAF |t/ 21,00) =0 和 | ocpdt=1, B m(D =np(o 
和 通过 对 i< 定义 4(D =4(0) RH tet ZX AD =A) 
而 将 AG) 延 拓 到 整个 R。 设 >ED MS 
A(t)? = | p,(t-o)A(oyrdo= |" po4G-orac。 
FERRER ACO? 在 [0,T] 上 是 连续 可 微 的 。 现 在 我 们 
TRAC WERE (Pi) 一 (P3)。 
由 定义 我 们 有 DC,(b) =D， 因 此 (PD 被 满足 对 


LEZ 我 们 有 
x= -AMRAAM x= ~ AG) -4,O) ROAD) x 


=| ot- AG) -AROGA xdr, 


对 上- 了 zj 委 1/2，(6.7) 和 (6.8) 推 出 
[CAG -AIRAA <Cr-*, 


因此 

x- CA- A ROSA CG) S On l, (6。45) 
FERIER =0 我 们 有 

AD ~ 4,0) AC SC, (6046) 


对 ?ED， 由 (6.45) 我 们 容易 得 到 
(1—Cn-*) A- ACt)) || <|Q— 4,7] 
<(1+Cn™")||Q-AQ@)?II, (6447) 
因此 如 果 n 充分 大 使 得 Cni MAES, M MHA) 是 
Hin, RAI-~A,@) =%, FHA M-40 有 有 界 MRA; 
A(t) ) 满足 
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ROAI- 对 于 人 E2 成 立 


E 


因此 (Pa) 被 满足 
在 (6。46) 中 选取 n 使 得 Cn“ <1 我 们 得 到 
ADA) t= SO =A ACTF 
k~0 
和 AOLO. ACD 的 定义 和 (6.8) 推 出 。 
[64,0 ~ 4,6) AC) -il 
<| PDCA- 0) — AG A -wdr 
<C\t—s|*|r|, | 
因此 
上 C461) = An.) 
<l O- ALDAIA sl， 
从 而 CPs) 亦 被 4.(9 满足 。 
由 证 明 的 第 一 部 分 推出 存在 一 个 算 子 值 函 数 UCs) 满 
fe |0,C,9|<C, REC RKF, M 
-人 0 = ADUS), IF 0<s<t<T 成 立 ， 
因为 AC) 对 于 7E 关于! 是 连续 可 微 的 ， 所 以 


PU 1,5) 7 =U gt A)? 对 于 VED RI 


(6.48) 
Hi (6048) 41 U Cis) 的 性 质 ， 对 每 一 "GE 了， 函数 /一 Ce 
UG,s)? 是 可 微 的 和 
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U (ts) ve U,V = | -2 uU, (ErU (r,s) v} dr 


-| U,Cr)[A,Cr) — Ar) JU (r,s) dr 


-| UDEA ~ AM IAC) AUG, DAAC) 
evds, ' (6049) 
利用 (6.46) 和 C6,11) 估 计 《6。49) 我 们 得 到 
|U Cts) Y —U,Ct,s) P| < Cn- E = s) lA) 
<Cn“||A(0) 71, 
因此 UC, 3UC,s)v Ft Ms BRN. ANDEX 
me, MARE xcX, U,t,s)x-UCt,s)x 关于 上 上 和: 
是 一 致 的 。 对 ?ED 我 们 有 
|7,€t,A,(s)¥ — Ui,s)ACS)Y)| 
NU (tS (A, ~ AG)» |] + CU, - 0 G8) ACS) YI} 
<Cn-*||A(O)>|| + CUr) — U Ct, s)) ACs)? || 
因此 U,€,8)4,(s)9U (i, ACs)’ RF tA s 是 一 致 的 ， 对 ' 
于 r<s<t 和 vED 我 们 有 


U,Ci,s)v -Ury = f BU) vdo 


-| UOA Odo. 
ik n->00 得 
day- U (trv = f UCt,aAco)vdo, | 
因此 (C6,44) 在 一 般 情况 下 成 立 。 这 结束 了 《E31 的 证 明 。 
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为 了 结束 定理 6,1 的 证 明 我 们 还 必需 证 明 U(i,s) 的 唯一 性 
和 它 满足 UG») =U Q, U 0,9) 对 于 0 所 sr 所 tT 成立 。 
这 两 个 论述 由 以 下 定理 得 到 ， 

定理 6.8 RAO N FOSST 满足 条 件 (PJ) 一 (P;)。 
则 对 每 一 O<s<T 和 xEX， 初 值 问题 


Au 4 AQ ut) =0, s<t<T, . 
{ dt (6.50) 
u(S) =X, 
AME — BY AB u(t) =U Ci, s)x, XB Us) 是 上 述 构造 的 发 展 
证 明 ”由 (6.9) 立 即 推 出 w(t) =U Cs) x 是 (6.50) 的 一 
个 解 。 为 了 证 明 其 唯一 性 设 (9 是 (6.50) 的 一 个 解 。 因 为 
WE—r>s, VED, Br 以 由 (6.12) A (6.50) 知 本 1 
roU rv) 是 可 微 的 和 
SVEN =U G rAr- UGAT) =0, 
因此 Ure) 在 0<r<t EREE., ANE PE ssri 
上 连续 ， 所 以 我 们 能 irot Mrs HB UCG,S)x= 7), 
并 由 此 推出 (6.50) 的 解 的 唯一 性 ，。 
对 XEX， 由 定理 6。8 AG 
UC, x= Un )UC,s)x, SF OX<s<t<Tl 成 立 。 
因此 UC,s) 是 一 个 满足 CBD’, Et 和 Et 的 发 展 系 
统 。 WR VCS) 是 一 个 满足 ED M ED 的 发 展 系 统 ， 
则 VG,sDx 是 (6。50) 的 一 个 解 ， 并 由 定理 6.8 推 出 VCi,s)x 
=U(i,s)x, Kili VE, =U (ti,s) 和 Ut,s) BRE CED’, 
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和 (zs)* 的 唯一 的 发 展 系统 。 这 结束 了 定理 6*1 的 证 明 。 


在 定理 6.1 中 我 们 证 明 了 - 20,8) = ACU (ts) 
在 0<s<!<T 上 是 强 连 续 的 。 事 实 上 我 们 有 更 强 的 结果 成 
定理 6-9 设 定理 6.1 的 假设 成 立 ， 则 对 每 — (>00, 
BREE AHUS) 对 O<ste<t<T 是 依 一 致 算 子 拓 扑 
Holder 连续 的 ， 其 中 指数 <a, 
证 明 让 我 们 回忆 一 下 
U(t,s) =S,(é-s)+ W,s). 


因为 对 1E[s+e TI, 280-5) AOS C- ORF i 
Lipschitz 连 续 的 ， 所 以 剩 下 只 须 证 明 -和 WU) 是 Halder 
连续 的 , 对 固定 的 6>0, 假设 0<s<s+e<r<t<T， 由 
(6.35) 我 们 有 


OW (i,s) _ OW (rs) 
人 ot 


=fS,é—-9)RG,s) -5.@-9RCG,s)] 


+ [ase — 0) — A(o)S, Ct - 0) )RCo,s) da 


Haosa —- 0) — A (0) S, (t+ 0) ~ AMTS, (T - 0) 
+ACoyS,(t-9))RC,s) do 
+f ACS, G- 9) (R(t,S) — R(o,s))do 
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+ (TACOS; 0) RE,- ROD) 
-ACTS a — 0) (R (1,5) ~ RCO,S)) Jdo 
=1 +i, +i + i +t; 
现在 我 们 将 分 别 估 计 每 一 项 G, 1S5, ET 出 
现 的 常数 通常 依赖 于 如 上 选取 的 e> 0, 
InFS- 5) —S,(7- 8) RG,5) || 

+i SCE- s) -S Ca- s))RG,s)|| 

+ |S; Cr — 8) CRG,s) ~ ROT,S)) || 

KC (f— 1) + Cnt -DD t-n- 
这 里 我 们 利用 了 5,(s) Kt F sO ay Lipschitz 连续 性 ， 
(6.18) MAA a =p 的 推论 6.5。 第 二 项 的 估计 如 下 。 

IERES fi CACOS, E- 0) -ACSC ~ 0) )RCO,s) do 


«<C f'a-oio- s)*-ldg 
<C [ie-oWdo<ce-0%, 


这 里 我 们 利用 了 (6.26) 和 
AOS E- 0) -AMS Ci = 9) || SC -T(t - 0), 
. (6051) 
这 是 (6,16) 和 (6。18) 的 的 一 个 简单 推论 。 
为 了 估计 Is 首先 我 们 注意 由 (6。18) 和 (6.1 久 我 们 有 


| A(o)S, (0) - AS -5 Ca"， 


因此 
|A(o) 2S, CP) — A(r)2S, (0) || 
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<| 4ms,(2)(4@s.(8)-4c5(4))| 


+ (48(4)-48(5))4@S(4)| 


<£ 


nz (一 0)7” 。 (6.52) 


我 们 改写 7 的 被 积 函 数 为 
CAC) SC 0) ~ ACS, G =o) ~ AG)S, Ce oe) 
+ ACo)S, (7-0) JR(o,s5) 
=(A@)(S,(- 0) -S,4¢-0)) ~ AG) S,@— 9) ~S,(t- o) 
+ ACS, C- 0) — A(t) S, Ct ~ 0) JR(a,s) 


= [| T CACOS (O) ~ AGS, (0) ydp + ACS, ~ 9) 


- AS, 0) |RD.. | 
利用 (6052), (6051) #0 (6.26) 估计 这 个 被 积 函 数 ， 对 于 
0<6<x ， 我 们 得 到 

MISC TON oy" 1-0) 

+ @-1)°(t-90) 1 ](o-5)* "ldo 

<C(t-1)? fa- DE-A- ~ s) dC tS, 
这 里 我 们 利用 了 t-1<t-o 和 t-c>r-o, Alt, PW, 


G=- oI =o)! = = 7)? (GS ge 


G- o) -P(r — opoi<sd- to Cr o)*-b~ . 
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对 我 们 有 
Mal | Mose-olhIRGe -Role 


<cf' (f-0) -I(t -0o (0 —s) do 
` <c| a — oy) Ido<Cd — 1)* 


这 里 我 们 利用 了 (6.14? 和 推论 5.5 。 最 后 为 了 信 计 1; 我们 
TACS- 0) CRES) 一 下 (0,3)) 
-AGS G- 0) (RC) — RO,5))] 
= A(t)S(t- 0) (RG,S) — R(t, 5)) 
+ [ACS Ct- 0) - ACS C- 9) 
+AT) (S,@- 0) — Sr- 0)) (RG, 5) ~ RCo, 8)) 
取 B<r<a 并 利用 推论 6,5，(6.14)，(6,51) 和 (6.17) 估 计 
Ts BR BRAG Bl 
gsc f'a- oy" = T (r= s) P- 
+EG= + -ODDIE 05)" hi}do 
<C- +C- fic —oy l(a = 5) Ado 


+ CCT fc- o)(-PI-ACg = s)"-A-1do 


<Ca-1é, 
TE, 
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$57 ”抛物 型 非 齐 次 方程 


% {AG jstorl 满足 前 一 节 的 条件 PDE. 在 
Banach 空间 X 中 研究 非 齐 次 初 值 问题 。 


| UCS)=X  。 
由 定理 bel > 存在 相应 于 族 {ACt) Jeton: 的 唯 的 一 发 展 系 
统 UG), 0<s<tT。 正如 我 们 在 自治 的 和 双 曲 情形 中 所 
做 的 那样 ， 连 续 函 数 

u(t) =UC,s)x+ f U(t,0)f Co)do, (702) 


AR JELG, X fxeX, HH AAW LH mild 
fe. AERES ELGEN xeX HAM DAA 
(7.2) 给 出 的 唯一 的 mild 解 。 在 本 节 我 们 感 兴趣 的 是 CD 
的 古典 解 ， 即 这 样 的 一 个 函数 u [sT], È 对 s<i<T 
是 连续 的 ， 对 <t<T 是 连续 可 微 的 和 xD ED, us) =x 
Bul A) + AQ)ut) = FC) 对 s<ts< 工 成 立 ， 我 们 称 国 数 % 
是 初 值 问题 (7.1) 的 一 个 解 ， 如 果 它 是 这 个 问题 的 一 个 古典 
解 。 为 了 得 到 (7。1) 的 《古典 》 解 我 们 必须 进一步 加 强 对 M 
数 1 的 条 件 ， 这 里 的 情况 完全 同 自治 的 情 况 ， 即 ~4 是 一 
个 解析 半 洛 的 无 穷 小 生成 元 ( 见 推 论 4.3.3) 的 情 况 类 似 。 
定理 7.1 KB {AO} coors 满足 5。6 节 中 的 条 件 CD 一 
(Pa. Vis US) 是 由 定理 6。1 提供 的 发 展 系统。 如果 
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duty) Wut) = f(t), 0<s<I<T, 
dt (7.1) 


在 [5,T] 上 是 Holder 连续 的 ， 则 对 每 一 xr, Oe 问 . 题 
(7。1) 有 唯一 的 解 'x 如 下 


uC) -Gox+| UGbo)fCc)dc , 
证 明 ”由 定理 cs, Ux 是 齐 次 初 值 问题 


MO ADMD =0, u(s)=x (723) 


”的 唯一 的 解 ， 因 此 为 了 证 明 初 值 问题 (741) 的 解 的 存在 性 ， 
只 须 证 明 


v(t) = f U a,j do 


是 初 值 问题 
PO + ADO) =f), 
(7.4) 
vs) =0 
的 一 个 解 。 为 此 我 们 命 
n= UDI ds . 7) 


由 定理 61, VO 关于 t 是 可 微 的 和 
-D ve) -六 | U(t,oyf do 
=U(t,t-e)ftt-e) — | ouant o do, 


因此 


29H +A.) =U Gt- fE- E). (7.6) 
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ACTORIE e} 0 将 结束 证 明 。 为 了 验证 这 个 极限 过 程 ， 
我 们 首先 指出 当 e10, 2-900) ARR, 
由 第 6 节 的 结果 我 们 有 
U(t,s) =S,t =s) +W,s), (7.7) 
RESO 是 由 - AC) 生成 的 解析 半 群 ，WCt,s) 对 0<s< 
i<T 关于 t 是 强 连 续 可 微 的 《 见 定理 6,1 的 证 明 》 和 
-2| WE, {condo =W,- ft-e) 


“0 
+ f yr VOI (odo. 


LES, WO, =0 和 | one [KCU 591636) , 


因此 

if -人 

lim -| wW (t,0)f(o)do = f r 6o) jodo. 
其 次 ， 


0 tae _ 
2 S G -o0)f lodo 


=S,- (İCE) + fse —0)f(oydo 


=S, (ef 全 + 人 [4(DbSCt-o 


— Ata), (t — 0) ]f (odo 一 fosa 一 o)f(o)do, 
(7.8) 


250 


为 了 证 明 当 é, 0 时 极限 的 存在 性 ， 我 们 分 别针 至 (7,8) 的 石 
端的 三 项 。 
由 引 理 6.6 
lim $,_,.OFE~ ) =10, 


假设 Pu 一 (Pa) 推出 〈 见 引 理 6-2) 
LAOS E-o AOS G oE o, 
Ak 


lim EZOO - 0) ~ ACoyS, (t= 0) JÍ (0) do 
e49 s 


= [TAOS E- 0) - AS,- 0) Code, 
最 后 对 于 最 后 的 项 我 们 有 
| 4osc- 0) f(o)do 


=| 40sd-ao (f(0) - Idos | AOS, CG- of do 


s [AOS -0) CORRO do- [8,0 — sy — SCe) UO . 
| (7.9) 
Fay Holder 连续 性 和 估计 AOSE- oS- o) em 
(7.9) 的 右 端 的 第 一 项 中 的 被 积 函 数 是 可 积 的 。 因 此 

lim 一 ~ ASH- fd 


= | AS- WF) -Ddo -S= 81) + KE, 
综合 上 面 这 些 结果 我 们 证 明了 当 © 10 Rt, 2-[°"S.c-o) 


\ 
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Kodo 收 俩 。 并 且 因为 我 们 已 经 看 到 当 LO 时 ， -2 
WW (bo)fodo tk, FEMA lim -名 -Y(t) 存在 。 回 顾 我 们 的 
证 明 不 难看 到 对 每 一 e>0， 这 个 极限 在 [s+s,T] 上 是 一 臻 
的 。 

回 到 (7,6) 现 在 我 们 能 得 到 当 e) 0 BF, AONO 收 Be 
因为 由 (5)， 当 6 0 时 ACC, BELLA AC) 的 闭 性 
Al ?C(t) EDAH) =D 和 AOAR TF SST 
成 立 。 从 1 到 t+h 对 (7。6) 积 分 我 们 有 


v, (t+ h) =v (t) = -全 4 v(t) dr 
9 


+ | Ur fr edr . (7.10) 
让 sy 0 取 极限 得 
E+ =I) = -|A dr [rar, 
t t 
(7.11) 


REH h 除 以 C7。11)， 并 让 hg 我 们 得 到 IO 满足 (7.4)。 
WEP 1) AY RR EE E08 中 所 证 明 的 齐 次 初 
值 问题 (7。 的 解 的 只 ”性 的 个 直接 推论 。 这 就 结束 了 E 
H 7.1 的 证 明 。 

注 7。2 iS He 

If) f(r) ||<Li ter], 0<0<1, 7,t€[0,T], 
能 够 证 明 如 果 u 是 初 值 问题 (701) 的 解 ， 则 w' CD 对 每 一 
e>0 在 [s+e,J] 上 是 Holder 连续 的 ， 其 指数 5<min(e,0) 。 
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VER f(s) =0 Fa x=0, Mu’ Æ sT] 上 是 Holder 连 
续 的 ， 其 指数 为 8。 

注 7.2 的 证 明 是 宛 长 乏味 的 ， 我 们 不 打算 在 此 给 B. 
作为 替换 ， 现 在 我 们 将 指出 怎样 用 定理 7.1 以 便 在 较 强 的 假 
设 下 得 到 (7.1) 的 解 的 高 阶 可 微 性 ， 一 个 这 类 和 与 型 的 结果 
是 

定理 ?7,3 设 <A econ) 满足 条 件 PD, C) 和 假 
RreAOAOQO RAMAN, 其 导数 4'G)4(0)"1 满 足 
Halder 条 件 

|A’ HAO LA ACO) SC- 7 ， 
XF r, ELOT, 0<e<i, 
HID #007) LB AS, AF COOTIEA 
Holder 连续 的 ， 即 
IFO- SC] t-r], 对 于 于 ziE[07]，0 一 5 和 1。 
如 果 2 是 初 值 问题 
OO) + AUD = TD，0<t<T， 


{ (7412) 
ucO)=xX 


的 一 个 解 ， 则 2 在 (0,T1 上 是 二 次 连续 可 微 的 ， 
证 明 设 ” 是 (7.12) 的 解 ， 命 
= "Ot a0) ;f(D = ICR ATO 


u(t) 


$ 
则 


du, du, (t) 


+ ACt)u,(t) =f) A+ 9) - AQ) 


uth) 


(7013) 
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(7.13) 的 右 端 显 然 对 tH Holder 连续 的 ， 因 此 对 >00, H 
定理 7.1 我 们 有 
u(t) = U (t,t) u(t) 


+f ueo | foy -4t n ZAO) Koth) ] do 


(7.14). 
我 们 对 IO 的 假设 推出 当 h> RH, AOF (2) Æ £0,T] 
上 是 一 致 的 。 由 AOAO BAR, ACOA 的 强 连 
续 性 和 AUO) 对 > 的 连续 性 得 
Alo +h) — Ao) 
h 


ulo +h) 


= Ag+) = AO AQAA +h)“A(o th)a(o +h), 


4 ->0 时 ， 在 [z,T] 上 一 致 收敛 于 A’ AO) AOC), 
因此 在 (7,14) 中 我 们 能 让 h->0， 并 且 得 到 
ul (t) =U Gru’ (T) 


+ f UL C0) ~ A’ (0) ACO) -ACOu Ido, 
由 我 们 的 假设 和 4 ET] 上 是 C! 类 的 事实 知 gC0) =f (0) 
-A’ (DACOTA ulo) 在 [Tr,T] 上 满足 一 个 Holder 条 件 ， 
因此 由 定理 761, uC) 在 (1, 生 上 是 连续 可 微 的 和 满足 方程 


or) + At) vCt) =F G) - AAO AOU, 


对 于 r<t<©l 成 立 。 (7.15) 
因为 >00 BBA, ATER O 在 (0,T] 上 是 
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连续 可 微 的 。 

注 7.4 如果 在 上 述 定理 中 我 们 假设 ADAO) 是 下 
次 连续 可 微 的 和 其 上 阶 导数 是 Holder 连续 的 。 如 果 我 们 亦 
假设 1 是 次 连续 可 微 的 和 其 1 阶 导 数 是 H5lder 连续 的 ， 
则 我 们 能 象 证 明定 理 7。3 一 样 证 明 x 在 (0,T] 上 症 k+1 阶 
连续 可 微 的 。 特 别 地 ， 如 果 ACA) AF) 在 [0,T] 上 
EC" ER, Wee E (0,T] 上 是 C= 的 。 


$5.8 抛物 型 发 展 方程 解 的 渐 近 性 态 


设 4(D)，t>0 是 Banach 空间 X 中 的 算 子 族 ， 对 每 

一 了 >0 满足 §5 节 的 假设 (Pi) 一 (CPs)。 MRI: [0,00) > 

X 在 [0,co) 上 是 Holder 连续 的 ， 则 初 信 间 题 
MO + A =F, 1>0 


(8.1) 
u(0) =x 


在 (0,00) 上 有 唯一 的 解 。 当 too 时 这 个 解 的 渐 近 性 态 
将 是 本 节 的 课题 为 了 研究 这 种 渐 近 性 态 我 们 将 假 E 条 件 
(PD 一 (Ps)》 在 [0,co) 上 一 致 成 立 ， 即 对 每 一 T>0， 它们 
对 于 不 依赖 于 了 的 常数 M, 工 和 4 成 立 。 我 们 进一步 假设 
(Py) FADAS 对 OSs, tho 是 一 致 有 界 的 
和 存在 一 个 闭 算 子 Ao), REXRA D, EE 
lim |(4¢) ~ A(co))4(0)-1/| = 0, (8.2) 


在 这 些 假设 下 齐 次 发 展 方程 的 解 指数 衰减 到 零 ， 这 由 以 
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下 定理 推出 ， 

定理 8.t iz {4GD)} -o 在 [0,co) 上 一 致 地 满足 条 件 
(Pi)— Ps), WR (AG) bso 亦 满足 《Ps) UG) 是 相应 
于 {4} 的 发 展 系统 〈 见 定理 6.1) ， 则 存在 常数 C>0 
和 6>0 使 得 

IU Cts} SC ev’), PF 0 和 st 成 立 。 (803) — 

证 明 首先 我 们 注意 由 2.5 节 的 结果 ，D 的 稠密 性 和 
Po 对 所 有 E> 成 立 的 事实 知 -40 对 每 一 1 大 0 是 一 个 
解析 半 群 S,(5)，s 宇 0 的 无 穷 小 生成 元 ， 且 存在 常数 5>0 
和 ô> (不 依赖 于 1 ) 使 得 


[SOLLE e, F 90 成 立 ， C8.4) 
[AMS E, F s> 成 立 。 (8.5) 


命 
P(e) = Sup{ || (AC) ADAT); OSs, t<co, 
0<rcoo}, (8.6) 
由 (P3) 和 (Py))， 对 ued, ep) RAR 的 和 当 -co 时 
p(4) 一 0。 联 合 (8。.6) 和 假设 (Pp 我 们 得 到 
| (A(t) = ACS) ACA) SECVP t= s|, 
对 于 u<s,t 成立， (807) 
这 里 和 整个 证 明 的 其 余部 分 C 将 表示 一 个 通用 的 常 数 。 自 
(8。7) 我 们 推出 
[RCS = || CAG) — AC) S.Ct ~5) || 
< || (ACs) — ACE) A (8) e | AS, CE= s)|] 
KC VPN (t= sie 49， 对 于 est 成立。 
(8.8) 
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对 m 用 归纳 法 容易 得 
IRE = |f R DR ns | 


ECE COVE sD" (869) 
is r (=5) 
2 
因为 对 0<p<1 存在 一 个 常数 Ce 使 得 
Lre <er 2 aF 成立 
所 以 对 essi 我 们 有 


IRESI FE IRC 
SC Vp tm s) exp ~ (= CPUN- 8)}, 
因此 对 每 一 0<9 <6， 存 在 Lo 之 0 使 得 对 SU Mg 
IRC) |< C/O GDwariexpt-0 (09}。(8.10) 
最 后 固定 6 ，8<0' <6 ， 我 们 有 l 
IUDIS E- H+ SG DldR DNar 


<Ce t- 4 CAPe E-O (tm sy? 


l <Cet-) ， 对 于 ESSE l 成 立 。 (8611) 
如 果 需 要 ， 通 过 修改 常数 不 等 式 (8， 11) 将 对 所 有 t 宇 s 之 0 成 
Whe 证 毕 


现在 我 们 转向 非 齐 次 碟 信 问题 (8,1)， 并 作 下 面 的 补充 
假设 7 | | | 
Œ) BY fe (0,00)->X HE [0,00) 上 满足 一 个 一 致 的 
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Holder 条 件 ， 妈 存在 常数 C 之 0 和 O<r<1 使 得 
IF) - FSSC |t-s|", AF OSs, too 成 立 
和 存在 一 个 元 素 Flood EX 使 得 
lim IŒ- f(co) || =0, (8612) 


现在 我 们 有 

定理 8.2 设 AO) jeo 在 [0,co) 上 一 致 地 满足 Po 
一 (P)。 又 设 {AO} no 满足 (Ps) 和 了 满足 CE) 。 如 果 Lz 
是 初 值 问题 (8.1) 的 解 ， 则 存在 一 个 不 依赖 于 xXEX 的 元 
素 #(20)€ 义 ， 使 得 | 


lim u(t) = 1 (00), (8613) 
. u(cc) ED, A(co)u(co) = f(co) (8.14) 
和 | 

lim u/(t)=0, (8.15) 


证 明 ”首先 我 们 证 明 如 果 fce) = 0， 则 当 too 时 ut) 
一 0 。 Hee 7.1 a . 
u(t) =UCt,0)x+ [uand 
0 

因为 由 定理 8.1 对 某 ODO, (UCt,0)||<Ce-[[x||, FLL 只 
JENN too 时，| UCDO, E [UEDC 
e09 FI Ifl- =sup Ol, BE >O, 选取 T>0 使 得 对 
>T, OSEE MER TOT 使得 对 T, e 
<£ 0 


SGU tD, FER DST ， 
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[feo fodo <| | Utdo | + | f Taoroa 


<+ = E 
因此 当 t->co RY, ul. 
其 次 我 们 证 明 假 设 (P1) 一 (Ps) 推出 Ao) ETTA. 

事实 上 ， 由 (P2 得 

IT- ACAH |< || (ACD — A(oo) AO) 7} 

.4(0)4( “1 || 0 , 24 too 时。 

因此 对 t EFK, AAH BMH. ACO 表示 其 
道 ， 容 易 看 出 4(D-ICOGD Æ Alco) Hw, 

现在 我 们 可 以 证 明 (8.13) 和 (8-14) 如 下 : KO 是 
(8.1) 的 解 ， 命 Weco) =4(co) “H(oo), MR VC) = ut) 一 
ul(co)， 则 | 


WO 4 Actyy(t) = F(t) = Aulo) = g(t), 
dt (8616) 
»(0) =x- ul), 


显然 g(9 在 [0,co) 上 是 Hilder 连续 的 和 
eC || <P) = Foo) || + |] Aco) = AC) A (00) Coo) || 
< [fŒ — fC) || + || CACoo) - AM) ACO) |] 

-||A@)A (co) -f (co) || 20, (8417) 
当 t->co 时 。 因 此 由 证 明 的 第 一 部 分 当 tooo hf, Olo. 
从 而 当 too 时 ，x(D >u《co)， 并 且 完 成 了 (8.13) 和 (C8.14) 
的 证 明 。 
为 了 证 明 所 述 的 最 后 部 分 ， 即 当 to 时 w CD 一 0。 
我 们 需要 进一步 的 估计 ， 这 在 下 一 个 引 理 中 被 叙述 和 证 明了 ， 
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引 理 8.3” 设 定理 8.2 的 条 件 成 立 ， 则 对 S<, i ， 


CONEDE ONE NSEC VPOD (E= 87 he 
(8.18) 
和 


|R(t,8) — RC, 8) || SCPC) Ct = AT 8872 F E 
(8.19) 


这 里 0<0<8 ， 0<8<3 和 和 象 前 面 一 样 


pO) = sup{| CA ~ AS) AG) HT: Ws, too, Or <0}, 

引 理 8.3 的 证 明 首先 估计 (8.18) 用 围 道 积分 同 (6.18)》 
类 似 地 得 到 , 设 Cath, jargh|=0} 和 了 了 = {h 1-6ET}, 
则 


AHS, == AS Gs) 
= h| he MERA C) ~ ROA IA 
Ps 


l e "of Ch + dyer) 
wre xi 


[RC +ô; 40- RO+8;, Ats))IJdh, (8.20) 
但 是 ， 
IRO +ò; AWH) -~ ROTO ACs) )jl 
SIRA +A) -AAT 


SAORA + EADS A® ~ AG)) AG) HY] ee Tra] 5] 


< CVP) C- $)? rest ， (8.21) 


2¢0 


, 这 里 我 们 利用 了 (8.77 和 (P. 用 (821) 估计 (8020) 得 到 
(8。18) 。 

为 了 证 明 (8。19) 我 们 注意 如 果 我 们 用 (8。7) 估 计 | AO 
一 4(s))A(7) |||, HERMIR 6.4 的 证 明 ， 则 对 于 uss 
<r<1 我 们 得 到 


|Ri Cs) — Ris) || ECVP) -Tia = s) eE, 


(8.22) 
这 里 0<h6<。 回 忆 一 下 (8.8) 
[R ED SCS OCH) (t= s) tet 
<C pro PO) CE- pie- 9 (8.23) 
和 
'RCE,S) || SC /0(H) E= s) te , (8.24) 
我 们 得 到 


{a (1,0) R@,8)do}<Couye” "NG — sfe 一 oy8-lda 


ECVPA (b= TP Ts) ?le 。 (8025) 
象 证 明 推 论 6.5 — tE He fh tt IIRC,S) ~ TRGI, HA M 
(8。22)，(8.24) 和 (8。25) 即 得 到 (8.19)， 

现在 我 们 回 到 定理 8.2 WIA. WH tSs>0, WE 
间 题 (8.1) 的 解 4 能 写成 | 
u(t) = Ua, S)u(s) +f UG, Dido , 
、 因 为 由 (ov10》 


| ou (t,s)u(s) 


SAOUT GOL MMOL, 
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所 以 只 须 证 明 


0 | Uaa = of S, (一 o)f(o)do 


+ 人 W(t,of do (8.26) 


的 范 数 可 以 通过 选取 s 和 >s 充分 大 使 得 象 我 们 所 期 A 的 
那样 小 、 为 此 我 们 分 别 考 虑 (8。26) 的 石 端 的 每 一 项 . 
为 了 估计 第 一 项 我 们 记 
Sw) =sup{|[f() -TCD Hs, t<}. 

由 假设 (F) 知 4 一 co 时 6( 四 一 0 和 

FE) - FSIS VEG) |t~ 5], 对 于 An<st<oo 成 立 。 

(8.27) 

经 简单 计算 得 到 


-2f S,(i~o)f lodo = f PAS, (t~ 0) ~A(o)S, (Ct ~ 0)] 


f(a)do -f ams -o)[f(o) -f() Jdo + Ss, - FC), 
(8.28) 
因此 利用 (8,18)，C8,27) 和 (8。4) 分 别 估 计 (8。628) 右 端 的 三 
项 我 们 得 到 


| -本 | se-orcoao | <Ci- 
+CSSCH) + Cif cere 。 (8.29) 


为 了 估计 (8.26) 右 端 的 第 二 项 我 们 注意 由 定理 7.1 的 
证 明 有 - . 
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d t _ t 人 ` 
2 f WI do = f 六 WI (8.30) 
和 从 (6。35) 


: Oe = f LAHS,- 1) = ACT) SpOG = 5) JR, sdr 


+ faos, G-DERG,s)— ROT,S) Jar+ SE- oR), 


用 (8.18)， (8024), (8019), (8。3) 和 804) HIPS 
一 项 得 l 


因此 a 
| f B WEDO) do | <Ci OG) « (8.32) 


组 合 (8。29) 和 (8030) 并 注意 当 pro HY, oU) 和 SCH) 
一 0 知 对 任意 s 之 0 ， 存 在 4 使 得 如 果 i>sSu, M 


| 2S UG, of odo | <et Clif] , 


这 就 完成 了 定理 802 的 证 明 。 
定理 8。2 表明 如 果 当 too HH, AC) 收敛 到 4(co) 和 
Ft) 收敛 到 1(o)， 则 初 值 问题 (8e1) 的 解 u(t) 当 tooo 时 
收敛 到 一 个 极限 (cc)。 为 了 得 到 xb 收敛 到 xce) 的 更 
详细 的 信息 ， 我 们 必须 知道 4 Be ay BY Acco) MI Ct) 收 
RE I 的 更 多 的 东西 。 我 们 用 这 方面 的 一 个 结果 来 结 
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RA. 
我 们 将 作 以 下 假设 : 
(Ay) ATAO 有 展 式 


+ 


A(t) = Ay+ FA, + p4 ++ LA,+ ABO, (833) 


这 里 A 是 一 个 笛 定 的 闭 线性 算 子 ， 其 BUR eC) 满足 
(Aj) D fh, Reh<O} 和 


IRC; Ay Say esl » \EP(A)). : YX8。34) 


SpA, i<k<n 和 B,() 对 于 10 是 闭 线 性 的 满足 
D(A) > D(A) 和 DB,))>DU,). 而且 有 界线 性 算 子 
B, Œ) A! 满足 | 
B,C) Ag! — ByC8) Ag! || SC jt s|° (8.35) 
对 荣 一 O<p<1, C>0 成 立 和 
lim 12. 4A, =0, (8.36) 


并 上 eo 
CF) BAIO 有 以 下 展开 式 


FO sfot tht hte tht te, 8.37 


这 里 pt) 关于 t Æ Holder 连续 的 和 ` 
lim |p ®]=0, - (8038) 
我 们 注意 如 采 {AO a 对 某 一 n 之 0 满足 A, W È 
TWE (A), AA OSIS, RE 
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BG) = Z i MEA + tH BCE e 


b=#+1 


而 且 如 果 AG 满足 (4)， 其 中 4 之 1， 则 4(D+ 了 1 亦 然 ， 


这 里 是 恒 等 算 子 。 最 后 如 果 f(t) 满足 (FJ ， 则 对 于 一 个 
BAER OCD, EIME ED, Hh 0<h<n , 

我 们 首先 指出 假设 (4) 药酒 存在 一 个 b>0 ， 使 得 族 
(AC) jw 满足 对 于 初 值 问题 


AUD FAC) =I), tty 
{ x (8.39) 
u) =x ` 


FERR uO 的 必要 条 件 ， 其 中 了 满足 条 件 (CF)。 更 
确切 地 我 们 有 

引 理 8-4 设 40) j 满足 (4)， 其 中 20。 则 存在 
ip>0 使 得 (AD ony 满足 


(i) 对 每 一 t 二 fo ，A(t) 的 预 解 式 ROAD) 对 所 有 
Re\<0 存在 和 


[RO;ACD)NS pyg WBE RAO 的 》 成 立 ， 


di) PEAR LI O< 使 得 
IAO -ADAM TISL] t-s] 对 于 Sts, 成 IZ, 
(iii) AF AHAW] H OSs, too 是 一 致 有 界 
的 和 
lim 40O — Ag)4y"#I] = 0 。 (8640) 
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证 明 (i) # OM =4(GD -4 。 由 闭 图 象 定理 对 每 一 
i>0 RAEL, CORGAD) 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 而 
且 对 Reh<0 的 和 我 们 有 


|O@RAA,)||< S yi + Btn", (8.41) 
d=1 


XE y= My + DAAT BD = My + DI BOA 
因此 存在 0>0 使 得 对 tt, A RASO, OORA 
F. BZA >O, A 使 得 Re)<<0， 并 考虑 


M-A =U- O()RQ;4) IGI- Ay), (8.42) 
对 ity (8642) 右 端的 算 子 是 可 逆 的 和 
[RAADS IRAADİ E- OM IRA A) AIS, Poa 
对 所 有 RASO Wh A Re HB tSt , AOTRE, 
(ii) 利用 BA! fy Holder 连续 性 容易 推出 对 
1 六 加 > 0， 算 子 AGA, 是 Holder 连续 的 ， 其 中 指数 0<p 
<1, TSh, [OMAA Hil A FIFO 
BBS, BR AAO" 的 范 数 小 于 或 等 于 2 。 因 此 
CAG) = AGS) AG) NHS A® ~AC)) A 
JAAT]. 
《ii 对 t, s>t 我 们 有 
MOLOI AODA] A oun 
SA ACH) AQ SZE OCA. | <3 
后 在 (8.41) 中 选取 =0 并 让 t>o 得 (8。40)。 
引 理 8.4 推出 结果 AC) 对 tO 满足 C4), Ah n>d, 
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TW {AC rary 在 546,co) 上 满足 假设 (P1) 一 (Ps)， 其 中 4Cco) 
= 4 。 此 外 ， 容 易 验证 如 果 了 满足 CF), AH n>, WE 
满足 假设 (F)， 其 中 fio) = 及 。 因 此 在 这 些 假 设 下 初 什 
题 (8.39) 在 Cipo) 上 有 唯一 的 解 z 。 

定理 8-5 设 AC) 对 某 一 > 0 HEREC). RBS 
对 同一 ww>0 满足 条 件 FD. WR u 是 初 值 问题 (8.39) 的 解 ， 
则 对 tt, , ` 


WG) = uy $F yt Jute tia +y a(t), (8.43) 
TX too kh, n0 和 
Ajug=fo (8.44) 


` k 
Agi ~ (k= 1u, + Awe fi 5 对 于 1<k<n 成 立 ， 


(8.45) 
证 明 对 n=0 定理 8.5 显然 除了 符号 上 的 改变 外 和 
定理 8,2 一 致 ， 内 此 对 n=0 定理 真 。 假设 对 (m-1)<n 
ZAR, WIE (8.43), (8.44) A1(8.45) Hf m—1 RE n 
立 。 我 们 将 证 明 在 这 种 情形 定理 对 m 也 真 。 命 


1 1 1 
u(t) = 9+ Ly, tglt et ppm atv, 


(8.46) 
KE u, O<k<m-l 由 (8。 {RE HE 将 (8.46) 代 
入 微分 方程 
LH) + 4(Dx(D =O, (8.47) 
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我 们 得 到 
Hi ( 40-41) 
= | (m—1)u,_1- x Ati,» + fa Bp Ct) tig 


+o, + +e | > (8.48) 
这 里 
B, Ct) = Z toen A+ t+"B(t), 


'=m+1 


P= J Et TOC) 
l=m+1 . 
F LE 是 形 如 二 At Bar), Sk, jsm- 和 Oz, 
1<m 的 项 的 有 限 和 。 容 易 验 证 对 tet>0, tg) RF t 
是 Holder 连续 的 。 用 1"” 乘 以 (8。48) 的 两 边 我 们 得 到 
d m 
Se + ( AQ) - 71 ) w= (m— Dun1— Aun- 


+ f+ [Pa CE) — By (tu + tI g(t), 
在 右 端 依赖 于 上 的 项 是 Holder 连续 的 ， 并 且 当 too 时 趋 


FS, GRAF AO- WE (40， 因 此 由 对 *= 0 的 我 


们 的 定理 有 
w(t) =u, tu, Ct), (8.49) 
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这 里 
Lim||7,(é)|| =0 。 


将 (8.49) 代 入 (8.46) 得 到 所 期 待 的 对 于 m GR. RE 
理由 归纳 法 得 证 ， 
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e 


第 六 章 若干 非 线性 发 展 方程 


8$6.1 线性 发 展 方程 的 Lipschitz 扰动 


在 本 节 我 们 将 研究 以 下 半 线 性 初 值 问题 


u(ty) = Wo, 
这 里 一 4 是 Banach 空间 X 中 的 一 个 Cy 半 群 的 无 穷 小 生 
RI, fh Cl) TIxX-X 关于 上 是 连续 的 和 关于 满足 一 
个 Lipschitz 条 件 。 

在 本 节 和 以 下 各 节 的 大 部 分 结果 中 A 被 假设 为 不 依 赖 
于 上 ， 这 可 以 很 容易 地 推广 到 ARM OW 情 况 。 只 要 算 
子 族 UO hwr 对 于 SSS ST REFERERE 统 
U (Ct,s)。 这 里 我 们 将 不 处 理 这 种 扩张 ， 因 下 以 下 各 节 (§6。1 一 
6.3495) 是 同 第 五 章 的 结果 无 关 的 。 

初 值 问题 〈6.1) 不 必 有 任何 种 类 的 解 。 然 而 如 果 EA 
一 个 古典 或 强 解 ( 见 定义 4.2.8) ， 则 在 84。2 节 开始 时 所 
给 的 论证 表明 这 个 解 # 必 满 足 积分 方程 

ui =T Q- tuot | T(t—s)f(s,u(s))ds 。 (1.2) 
ig ~ 


aul) | + Aut) =f Gu), tty 
dt (1.1) 


因此 自然 有 
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定义 1.1 积分 方程 (1,2) 的 一 个 连续 解 4 称 为 初 值 
问题 (1 .1》 的 一 个 mild 解 。 
我 们 从 下 面 的 一 个 经 典 结果 开始 ， 它 保证 了 (1 .1) 的 
mild 解 对 于 Lipschitz 连续 函数 的 存在 性 和 唯一 性 ， 
定理 1。 Fob [0,T]xX->XX 关 于 1 在 [io,T] 上 连 
续 和 在 X 上 一 致 Lipschitz 连续 AEA L). WR -4 
X 上 一 个 Co FETO 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 对 每 一 uE 
X, WEHE Gl) 有 唯一 的 mild f xECCLio,T];X)， 
MEMZ uyou BMX ACTIX) 内 Lipschitz 连续 
的 。 
证 明 对 一 个 给 定 的 WEX 我 们 定义 映 象 
F, Ctp TI; X)>C tp TI X) 
WTF: 7 
Fo = TEA tage Te- 91659948 , 
to 


对 于 bst< 了。 (1-3) 
用 lelle 表示 作为 Ctl IX) 的 一 个 元 素 # 的 范 数 ， 由 下 
的 定义 容易 推出 
CED CD) — (Fv) (t) || KML ~ t,) lju = Plie > (1.4) 


这 里 用 是 上 TO) 在 toT] 上 的 一 个 界 , 利用 (1.3) , 
(1.4) 和 对 n 用 为 纳 法 易 得 


[PWD = Py | FEC WY a Hn n 


+ 


Alt 
|F'u- Pry} x YE ja- vile. (165) 
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对 划分 大 的 2 ， 有 (MILT)"/n!<1。 由 压缩 原理 的 一 个 熟 知 
的 推广 ，F 在 C(t[to,T);X) 中 有 了 唯一 的 不 动 点 ， 这 个 不 动 点 
是 所 期 望 的 积分 方程 〈1.2) 的 解 ， 

u 的 唯一 性 和 映 象 一 4 的 Lipschitz 连续 性 是 以 下 论 
证 的 推论 ,。 设 ?是 OL) 在 T] ERARD v 的 一 个 
mild 解 。 则 

la — VC) || <|| FE te) ay TE- ty) Poll 


+ f [TE ~ s) FCs ucs) ) — FCs, YCS) Y) ds 
to 
<Mlluo- ?ol + ML| luc) -2ds , 
to 


由 Gronwall 不 等 式 推出 
0 


jeo = ra Me} rl 


因此 


l ML(T=t,) ` 
lle = rl- < Me " zxo= Voll 。 


由 此 得 u 的 唯一 性 和 了 瑞 象 wou 的 Lipschitz 连续 性 。 
不 难看 出 如 果 gECCLt0, 了 J X) 和 在 定理 162 的 证 明 中 
我 们 变更 F 的 定义 为 


(Fu) (bi = g(t) + | T(t- s)f(s,uCs))ds ， 


则 我 们 得 到 以 下 稍为 一 般 的 结果 。 
推论 103 如 果 4 和 于 满足 定理 1.2 的 条 你 ， 则 对 每 
— gECUEty T]; X), 积分 方程 


w(t) = eorf Tet- s)f(s,@(s))ds (1.6) 
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有 唯一 的 解 o CCL, TI, X), 

在 定理 1.2 中 函数 1 的 一 致 Lipschitz 条 件 保 证 了 
《1。1) 的 mild 解 的 全 局 ( 即 定 义 在 整个 oT] 上 ) 存在 性 ， 
如 果 我 们 仅 假设 了 关于 u 满足 一 个 局 部 的 Lipschitz 条 件 对 
t 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 即 对 每 一 t' 之 0 和 常数 C 关 0， 存 
在 一 个 常数 LCt) EE 

IIG = FA, SLC, t ) |lu + vi] (1.7) 
对 所 有 4,7 EX, jese, SC AM EC] 成 立 ， 则 我 
们 有 定理 1.2 的 以 下 局 部 形式 。 

定理 1。4 Kf, [0,co)xX 一 X 对 于 t>0 连续 和 对 于 
u 局 部 Lipschitz 连续 关于 t 在 有 界 区 间 上 是 一 致 的 。 如 果 
-A ZX EBA Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 对 每 一 mE 
X 存在 一 个 Sco 使 得 初 值 问题 


UO i Andy =ru), t> 
{ dt (1.8) 
u(O) = 20 


在 [0,fwsz) 上 有 唯一 的 mild 解 。 而 且 如 果 t< M 


lim ||u(#)|| = oo 


VERRAN SA ae 0, EX, 初 值 问题 
del) 在 我 们 的 定理 的 假设 下 有 唯一 的 mild 解 < 在 一 个 区 
间 (ty, 1] 上 存在， 而 这 个 区 间 的 长 度 的 下 界 为 


CCto|zolj) = ming 1 


al } 
? Kin lL KG) + D+NG,) 3? 
， (1。9) 
这 里 LCC,t) 是 如 (1。7) 所 定义 的 1 的 局 部 Lipschitz 常 
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RH, M(t) =max{||T(H)|]; O<t<t,+1}, KC) = zju ME 
和 NCG) = max fG, Oh O<t<e+1}, 事实 上 , Bas 
bot OCU, XB oCo lu lD 是 由 (92 和 给 定 的 。 由 (1。 3) 
EMAAR F Cll 411; X) 中 半 经 为 KG), 中 心 在 0 
的 球 到 其 自身 ， 这 由 以 下 估计 得 知 

EW DEMD uo 


+ [ITE 91 EME) -IGON + lis es 


<M (t,) lwoll +My) KEOLK Cy), t ‘DG t ) 
+ MG NC) C= ty) a 
SMUD ul + K (tq) LK Cg) tot DCE- ty) + N(t,)G~t ot 
<2M (4) Mo] =E (to), 
这 里 最 后 的 不 等 式 由 t 的 定义 得 到 。 在 这 个 球 中 'F 关于 党 
数 工 = LCK(t0),io+1) 满足 一 致 Lipschitz 条 件 。 因 此 如 
在 定理 1.2 的 证 明 中 一 样 它 在 这 个 球 中 其 有 唯一 的 不 动 点 Ww。 
这 个 不 动 点 是 (D ERKE Cto 1) 上 所 期 待 的 解 。 
由 我 们 刚才 所 证 明 的 如 时 u E18) FERIA [0,7] 上 
的 一 个 mild 解 ， 则 存在 8> 0 使 得 它 能 延 拓 到 区 闻 [0,T+ 
。 冉 定义 ， 在 .[rr+06] E, Daw, XE wO) 是 
积分 方程 
w(t) =D (t— ruc) + fra ~ syfGsws))ds ， 
r<t<rt s" (1.10) 
的 解 。 此 外 3 MRM ACOH, KO MN], 
设 [0,iwx) 是 (1.8) 的 mild 解 的 最 大 存在 区 闻 。 如 果 
tear S00 ， 则 lim lw(D1 = co 。 因 为 否则 存在 一 个 序列 t f 
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tos RAMA n, [MCC 。 由 我 们 刚才 所 证 明 的 这 
将 推出 对 每 一 个 充分 接近 fae 的 te EX E C0] E g u 
PERIE CO, hte XE S>0 是 不 依赖 于 LW. Abu 
能 被 延 拓 到 超过 to KA 加 的 定义 相 矛 盾 。 

为 了 证 明 (1.8) 的 局 部 mild 解 的 唯一 性 。 我 们 注意 
如 果 ”是 〈1.8) 的 一 个 mild 解 ， 则 Bu My 都 存在 的 每 
一 个 闭 区 间 C0,é)] 上 ， 由 定理 1.2 的 证 明 的 末尾 所 给 的 OE 
一 性 的 论证 ， 它 们 是 重合 的 ， 因 此 Ww 和?” 有 相同 的 tii: 和 
在 (0, t) E, w=r, 

众所周知 在 一 般 情 况 下 ， 如 果 f 仅 满足 定理 1.2 或 定 
理 1.4 的 条 件 ， 则 (1.1) 的 mild 解 不 必 是 一 个 古典 解 或 
者 其 至 不 必 是 一 个 强 解 ， 对 于 (1,1) 的 mild 解 是 一 个 十 
上 典 解 的 一 个 充分 条 件 是 在 下 面 给 出 了 ，。 

定理 1.5 GEM) R ~4 是 X 上 一 个 C6。 半 群 
T(t) 的 无 穷 小 生成 元 。 如 果 f: Cty TI x XX BM [6,T] 
xX 到 X 内 连续 可 微 的 ， 则 《1.1) 对 于 uC DCA) 的 mild 
解 是 初 信 问题 的 一 个 古典 解 。 

证 明 ”我 们 首先 注意 了 从 [i6,T]xX BX 内 的 连续 可 
MEAE 了 关于 上 是 连续 的 和 关于 4 Æ Lipschitz 连续 的 
对 于 t [to,T] 上 一 致 。 因 部 由 定理 1.2， 初 值 问题 (1.1) 
在 [io7] 上 具有 唯一 的 mild 解 w。 其 次 我 们 证 明 这 个 
mild 解 在 [iT] 上 是 连续 可 微 的 . 为 此 我 们 命 B= 


-2f Csu) 和 


g(t =TE- toD f Cto Ct) 一 AT (t — ty) Uy 
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i i l 
+| T- s)9_f¢s,ucs))ds . (1.11) 
'g os 


由 我 们 的 假设 和 g CCT X, HM htu) = Bu 关 
F tM Cto TI Bl X 内 连续 和 关于 一致 Lipschitz 连续， 
因为 s>B) 从 [ty T] 到 BCX) 内 连续 。 设 w 是 积分 方程 
w(t) = g(t) +f T(t —s) B(s)w(s)ds (1012) 
to 


的 解 。 推 论 163 推出 wECCi Th X) WAFER th 


而 且 从 我 们 的 假设 有 
F(s,u(s+ hy) ~F(s,u(s)) = BCs) (uls +h) ~ u(s)) 十 @,(5,h) 
(1.13) 


和 和 ， 
f(sthucsth)) -f(s us +h)) 


= 2 f+ h)yh+ o(s h) , (1.14) 
这 里 Bho wR, hijo csl, 1=1,2 tT] 上 是 
一 致 的 。 若 记 w(t) hiU -udh)-w®, Haw 
EX, (.12), (1.13) 和 0.1 我 们 得 到 

w(t) = [Ch-1(T (+h — tug- T- EU + AT Ct - 10)u0] 


+ 4 ‘T(t —s)(w,(s,h) + 0,(8,h)) ds 
10 


Tamo 2 Fost -9 
f a >( 35 f(s,u(s+h)) 35 $(s,u(s))) ds 
E toth 
+| 工 Tath- SICUE ds- TE- th yu) | 
h Ji 
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+f Tdt-—s)B(S)W,G)ds , (1.15) 
0 


不 难看 出 当 有 ->0 时 ，(1。15) 右 端的 前 四 项 中 的 每 一 项 的 范 
数 趋 于 零 。 因 此 我 们 有 


wD <e + M|" Ie lids , (1.16) | 
‘9 


这 里 M= max{|TE- 9B]: f<s<T} M H h0 时 ， 
lh) 一 0 。 对 (1,16) 用 Gr onwall 不 等 式 得 wS eh) 


ec ov | Bay AO 时 lw->0， 这 就 推出 xD 在 
Cty TI 上 是 可 微 的 并 县 导 数 是 vO). 因为 wECCLto, TI; 
X), BRU u ze Ct, T] 上 是 连续 可 微 的 ， 

最 后 为 了 证 明 ww 是 《1.1〉 的 一 个 古典 解 ， 我 们 注意 从 
u 的 连续 可 微 性 和 对 了 的 可 微 性 假 设 推出 sf Cs,u(s)) 在 
Cty, T] 上 是 连续 可 微 的 ， 于 是 由 推论 4.2.5 得 


vit =T- tut | Tt—s)f(s,ucs))ds (1.17) 
to 


是 初 值 问题 


YCE) =U, 
的 一 个 古典 解 。 但 是 由 定 X, u Æ 1.18) 的 一 个 mild fg, 
并 由 (1.18) 的 mild 解 的 唯一 性 知 在 [to, T] 上 w=Y。 因 
此 是 初 值 问题 (1。1) 的 一 个 古典 解 。 

在 一 般 情况 下 如 果 i: lo TIxX-X RATATE 量 
是 Lipschitz 连续 的 。 即 


WO 4 A =E) , 
dt : (1.18) 
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WF Cer, XD 一 其 be DECA h tal + [xr lD, 
对 于 tt Ele, T] RIL», (1.19) 


则 (1.1) 的 mild 解 不 必 是 初 值 问题 的 一 个 强 解 ， 然 而 如 
EX BER, WS Lipschitz 连续 性 充分 保证 了 具有 
初 值 u ED(4) 的 mild 解 ww 是 一 个 强 解 。 事 实 上 我 们 有 

定理 1.6 i -4 是 一 个 自 反 Banach ZEX 上 的 C, 
半 群 TQ) 的 无 穷 小 生成 元 。 如 果 fe Ch, TIX X>X 关于 
两 个 变量 是 Lipschitz 连续 的 。mEDC4) Mv 是 初 值 问 题 
(1-1) 的 mild 解 ， 则 w 是 这 个 初 值 问 题 的 强 解 ， 

证 明 EITO <M M SIST, |fGuc@)||<N, 
Mik 了 满足 (1.19) 。 对 O<h<t-1, 我 们 有 

uct +h) ut)= T(rh-t)u T- tuo 


doth 
+| ' T(i+h—s)f(s,u(s))ds 


to 
+ f Tt-s)(fG@+thucst+h)) — f(s,u(s)) ds 
to 
因此 
ju(t+h) -u(t)|| <hM|| Aul] + hMN 


+ mcf (h+|lu(s +h) —ucs)|[)ds 
Mej 


<cn+ mcf (s+ hy —u(s) [ds 
t9 
由 Gronwall 不 等 式 推 出 
Jutt R) -u || <Cye™h l (1.20) 
A u Æ Lipschitz 连续 的 。 
278 


的 Lipschitz 连续 性 同 了 的 上 ipschitz 连续 性 一 起 推 
Ht ictuct)) FE Le), TI 上 是 Lipschitz 连续 的 。 于 是 由 


推论 .4.2.11 初 值 问题 ae 
L? + Av=f(tu(t)) oo 
{ it (1.21) 
vd) = wo 


在 Cty, T] 上 有 唯一 的 强 解 ”满足 
vt) = T(t~ ‘uot Tt- syfilis us) yds =u), 
to 


因此 ww 是 (1.1) 的 一 个 强 解 。 

我 们 以 定理 1,2 为 我 们 提供 的 初 值 问题 (1.1) 具有 十 
典 解 的 应 用 来 结束 本 节 . 设 -4 是 X 上 一 个 Co 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 ， 我 们 赋予 4 的 定义 域 以 图 象 范 数 。 即 对 xE 
DCA)， 我 们 定义 |xla= lxi] + Axl. PERE DCA) 赋予 
范 数 1. | 是 一 个 Banach 空间 ， 我 们 用 了 表示 Č., 了 的 
完备 性 是 4 的 闭 性 的 一 个 直接 推论 显然 YCX. 因为 
TQ), DADA), TH 对 于 ISO By 上 的 一 个 半 群 ， 
而 且 易 见 它 是 了 上 的 一 个 Co BR, 

定理 1.7 设 f[i0,T] XY 一 了 在 了 上 是 一 致 Lipschitz 
WAT vey, IE 从 [by TI 到 了 内 是 连续 的 。 
如 果 WED(4)， 则 初 值 问题 (1.1》 在 Eto Tl 上 有 唯一 的 
古典 解 。 

证 明 ”我 们 在 了 中 应 用 定理 1.2 得 到 一 个 函数 wEC 
(ifo Th Dey. AMEX He 


u(t) = T(t t,)ug+ f Tt-s)fc(s,ucs))ds , (1.22) 
to 
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& g(s)=f(s,u(s)). FART AS ee A g(s) CDA) 对 于 
sE[t T] 成 立 和 s->Ag(s) E X 中 是 连续 的 。 因 此 由 推论 : 
4。2。6 ， 初 值 问题 


2 (#0) =U, 
在 Cio T] 上 有 唯一 的 古典 解 ， 而 这 个 解 显然 也 是 1.23) 
的 一 个 mila 解 ， 因 此 


yt) =T u- tou f T(t- s}gls)ds 
to 
= 人 (ft 一 wut f T(t-s)f(s,u(s))ds= uct). 
9 


Mimu Gel) Æ Ci T] 上 的 一 个 古典 解 。 

如 果 在 上 述 定 理 中 我 们 仅 假 k f [to TIX Y= 在 了 
中 对 于 CEC, T] 一 致 地 局 部 Lipschitz 连续 ， 则 利用 定理 
1.4 我 们 得 到 对 每 一 ww ED(4)， 初 值 问 题 在 一 个 最 大 KA 
[to tnad) 上 有 一 个 古典 解 ， 并 且 如 果 tmx<T ， 则 


lim (\]Juct) || + [Aud ||) n (1.24) 
我 们 注意 在 这 种 情形 (MC) || 可 能 在 [to, fa) 上 是 有 界 的 、 


TORRY tf tee 时 ，|A4uC)i->co 。 这 是 在 对 偏 微分 方程 
的 许多 应 用 中 会 出 现 的 情况 。 
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86.2 ”有 具 紧 半 群 的 半 线 性 方程 


RIERA FREE BE 


UO) + Aucty =f ut), t>0 
{ di (2.1) 


u(0) =U. 

在 上 一 节 我 们 已 经 在 -4 是 一 个 C 算 子 半 群 的 无 穷 小 生 成 
CMI.) 关于 它 的 两 个 变量 是 连续 的 和 关于 x 是 一 致 局 
部 Lipschitz 连续 的 假设 下 证 明了 初 值 间 题 (2,1) 的 mild 
解 (定义 161) 的 存在 性 ， 如 果 f 关于 * 的 上 Lipschitz 连续 
HRA, WEA (2.1) 的 mild 解 的 存在 人 性 不 再 有 保 证 ， 
即使 4 三 0 。 在 这 种 情形 下 为 了 保证 (2,1) 的 mild 解 的 存 
在 性 ， 我 们 必须 进一步 加 强 关 于 算 子 4 的 条 件 。 我 们 在 本 
节 中 的 主要 假设 是 -4 是 一 个 紧 Co PR (定义 2.3.1)》 的 无 
穷 小 生成 元 。 我 们 注意 在 应 用 中 紧 半 群 的 无 穷 小 生成 元 常 发 
EF -4 有 紧 预 解 式 和 生成 一 个 解析 半 BE TCO, t> 的 情 
形 。 事 实 上 ， 在 这 种 情形 由 定理 2.5。2(d) 


ITH) -TIÉ tl, <tc. 
1 


Mii TO 对 t>0 是 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 ， 因 此 由 定理 
2.3.3 它 对 过 (0 也 是 紧 的 。 
本 节 的 的 主要 结果 是 以 下 局 部 存在 定理 。 
定理 2.1 设 开 是 一 个 Banach 空间 ， UCX 是 开 集 ， 
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设 -ABR—PELETO, (>0 的 无 穷 小 生成 元 ， 如 果 对 
O<axoo, fı [0,2)xU-X 是 连续 的 ， 则 对 每 一 WEUV 存 
E t= ty (uy), Oci <e 使 得 初 值 问题 (2.1) 有 一 个 mild 
fæ u ECCO, U). 

证 明 因为 这 里 我 们 仅 对 局 部 解 感 兴趣 ， 我 们 可 以 假设 
C<co 。 设 IITO|<M, OSt<a ME D0, 0>0 EEBU) 
={v, |v—-u,||<p}cU 和 站 fs 人 1 委 N , OSs St MVE 
B, U. GER > 使 得 

TOU- uy <p/2, XF OSIS” 成 立 。 
并 设 

u=min( t, t, a, SEED) . 
&y=CC0,] X), Yo= (4: UEY, UO) =u, UE 
B,C), OSS). BAY RY 的 一 个 有 界 闭 上 号 子 集 ， 我 
们 定义 一 个 映 象 F: 了 一 Yo MIP: 

Fy =TM | TE snd) 2.3) 

因为 


|| (Fu) COO) = wl S |T Eug — tol) + 


fre ~ s)f(s,ucs))ds 


| 
<p/2+tMN<p, 
RRL F th yo Bl yo A. 又 由 二 在 [0,a)xU 上 的 连续 性 易 
4 F R Y, Sy. AN—- TESA, WD F hy 到 Yo 的 
一 个 预 紧 子 集中 。 为 了 证 明 这 一 点 我 们 首先 证 明 对 每 一 个 固 
ent, OSSh, y(t) = {FW ; UEY) Æ X 中 
是 预 紧 的 ， 因 为 YM0) = {Ww} ， 所 以 这 对 t=0 EBA 的 。 
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设 (>0 是 固定 的 。 对 0<e<t 命 


FD =TOm+ | TE- 9f as 
0 
=T(t)u,+ Tof Te-s- afs, uds 。 
0 

因为 对 每 一 人 20 ，T(D) 是 紧 的 ， 所 以 对 每 一 O<ect, 
ey.) = {CPW) (1)， UEY} EX PRES, ME 对 于 
UCY, 我 们 有 

MEDO- CP OFS| |TE-9F6uC)|ds<euy, 


这 就 推出 yO) 在 X 中 是 全 有 界 的 ， 即 预 紧 的 。 我 们 继 续 
证 明 
F(Y) = y =(Fu, wey,) (2.4) 
是 一 个 等 度 连 续 函 数 族 ， 对 >> 我 们 有 
|| (Fa) (21) ~ a) 2) SEED -T Eull 


+nf IT-9) ~T- sds+ (h-4)MN, (2.5) 
0 


(2.5) 的 右 端 是 不 依赖 于 UCY), FAS 所 -所 一 0 时 趋 于 
零 ， 这 是 由 于 对 于 >0, TO 是 紧 算 子 从 而 工人 对 
i>0 依 一 致 算 子 拓扑 连续 (定理 223.2), 


又 显然 了 在 了 中 是 有 界 的 。 所 期 待 的 了 =F(yo) WR 
紧 性 现在 是 Arzela-Ascoli 定 理 的 一 个 推论 。 最 后 由 
Schauder 不 动 点 定理 知 FY) PARA, HE F 的 
任 一 不 动 点 是 [0,t1] 上 (2。1) 的 对 0<t< 满足 w(t) EU 
的 mild 解 。 

现在 我 们 转向 全 局 存在 性 ， 这 里 必需 作 进 一 步 的 假设 ， 
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因为 全 局 存在 性 通常 不 能 成 立 ， 我 们 从 以 下 结果 开始 。 
定理 2.2 没 -4 是 X 上 一 个 紧 半 群 T()，i2>0 的 无 
穷 小 生成 元 ， 如 果 f: [0,cc) x XX 是 连续 的 和 了 贞 [0，co) 
XX 中 的 有 界 集 为 X 中 的 有 界 集 ， 则 对 每 一 WEX 初 值 问 
Ri (eel) 有 一 个 mili ff u 在 一 个 最 大 的 存在 区 闻 CO, tnar) 
LFE, WR fea <0, Mj 
lim HCL) || = co, (266) 


max 


TR ”我 们 首先 注意 定义 在 一 个 闭 区 间 C0, JER Cel) 
的 mild 解 能 通过 定义 UGH =W 延 拓 到 一 个 较 大 的 
区 间 [0 图 +6]，6>0 其 中 WO 是 
WO + AWO =f t, W CO) 
W0) =u) 


的 一 个 mild 解 ， 它 在 一 个 正 长 度 O>0 的 区 间 上 的 存 F 性 
由 定理 2。i 所 保证 。 设 [0,tmwx) 是 (2-1) 的 mild 解 能 延 
拓 到 的 最 大 区 间 。 我 们 将 指 旱 如果 taac MEA ET noe 时 


ele 为 此 我 们 首先 证 明 tea <0 a dim | l=. 


事实 上 如 果 fu eR im 上 IO1<c， 则 我 们 能 假设 


T(t) || <M FI lu) ||<K, O<t<t,,,, KBMUK BE 
数 ， 由 我 们 对 函数 了 的 假设 我 们 也 有 一 个 常数 六 使 得 
上) 和 N 对 于 Stim: R. MEME K 
2 tnus s 则 

luct) uct) || <TC’ yu =T Huoli 
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Hl +f ow Tec 


+l [te - SOTONA 


<ITG )uy—T Ct) ul] + nj ra —s) TOU- lds 
0 
+2MNp + (#7 -DMN, (208) 
因为 !>p>0 是 任意 的 和 TO > 是 依 一 致 算 子 拓 
下 连续 的 ， 所 以 当 t, U HF ts 时 ，(2.8) HAH S, 
因此 lim u(t) =u Cu) 存在 ， 并 且 由 证 明 的 第 一 部 分 解 4 


能 延 拓 到 超过 to, XS te 的 最 大 性 相 矛 盾 ， 因 此 假设 
trex <00 AUG lim jul = 吕 。 为 了 结束 证 明 我 们 将 指出 


+ tmox 


aim el = oo。 如 果 这 不 成 立 ， 则 存在 一 个 序 列 tah taa 


和 党 数 K ERKE n, [UCISE 。 设 ITOLSM 对 
于 O<t<t,,, 成 立 和 N= sup aO O<t<t,,, els 
M(K+1)}). AW tlui 是 连续 的 和 ， lim [u| = ce, 


REBANA tn] 具有 以 下 性 质 :当时 加 一 0， 
CD 和 MOK+1)， 对 于 t,<t<t, +h, Mae u Ert hl 
MK +1). RRNA 

M(K+1)= |G, +h,)||<|Th.)uC,) | 


+ i" [T Cty + By — FCC) Nas 


<MK+hNM 。 . 
当 一 0 IEAM. BERIE lim |u|] =00, E, 


我 们 用 两 个 对 于 在 定理 2.2 的 假设 下 初 值 问 题 (2,1) 
存在 全 局 的 mild 解 的 有 用 的 条 件 来 结束 本 市 。 
推论 2.3 设 -ARX beZ CO BRITO, t>0 的 
无 穷 小 生成 元 。 设 fj，[0, 00) x XX BEER [0,co) 
x 六 中 的 有 界 集 为 X 中 的 有 界 集 ， 则 对 每 一 Ww EX 初 值 问 
Wl D 存在 一 个 全 局 解 上 EC([0, co) xX)， 如 果 以 下 条 
件 之 一 成 立 ; 
O ”存在 一 个 连续 R BLA (5): [0,co) 一 (0,co) 使 得 
D1 三 所 GQ) 对 每 一 在 的 椰 在 区 间 中 的 {成立 ， 
(ii) ”存在 两 个 局 部 可 积 函 数 kO) 和 k) 使 得 
MEEO [EKOI GD， 对 于 Os <o EXE. 
(2.9) 
证 明 部 分 (i) 是 定理 2.2 的 一 个 平凡 推论 。 为 了 证 
明 GD 我 们 将 它 化 为 O SO. 假设 解 4 在 区 IA) [9,5 
上 存在 , 令 PO SMe” 和 
W(t) = Mluol + [ ecoes , 


因此 显然 所 定义 的 函数 在 [0, co) 上 是 连续 的 ， 并 且 我 
们 有 
ilu Ct) ene" hT ult e” ITE- fm) las 


<U + | Maou leeds, (2.10) 
A 0 
由 Gronwall FER 
Iu (tyle "<W + mf aov OexpfM| pda 
这 就 推出 uH R- MES AE HI APE. 
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86.3 具有 解析 半 群 的 半 线 性 方程 


象 我 们 在 6.2 节 开 头 简要 提 及 到 的 ， 初 值 问题 


WO Guy fu), >t 
{ dt (3.1) 
u Ch) = Xo 

在 应 用 中 常 发 生 的 情况 是 算 子 -4 是 Banach 空间 和 上 的 
一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 无 ， 在 这 种 情形 如 果 对 某 和 XE 
p(-A), RG: -和 ) 是 紧 的 和 IGO 在 [twTIXX 中 是 连续 的 ， 
那么 由 定理 2.1 问题 有 一 个 (可 能 不 唯一 ) mild 局 部 解 。 
如 果 我 们 进一步 假设 ， 象 我 们 在 后 面 将 作 的 那样 ，f 在 某 
意义 下 关于 -4 是 正则 的 ， 则 我 们 能 够 得 到 初 值 问 题 (3.1) 
的 唯一 的 局 部 强 解 。 

在 整个 这 一 节 ， 我 们 将 假设 -4 是 Banach 空间 X 上 
的 一 个 解析 半 群 了 (1) 的 无 穷 小 生成 元 ， 为 方 便 起 见 我 们 亦 
将 假设 TO) 是 有 界 的 ， 即 TCD1<MWM， 对 t> R E A 
O€p(A), H -4 是 可 逆 的 。 

我 们 注意 如 果 -4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 
对 充分 大 的 gc>0 ，-4- cl 是 可 逆 的 并 生成 一 个 有 界 的 解析 
半 群 ， 这 使 得 能 够 将 -4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 
一 般 情 况 化 为 半 群 是 有 界 的 和 -4 是 可 道 的 情况 。 

由 我 们 对 A 的 假设 和 $2.2。6 节 的 结果 知 A" 能 对 OSa 
<1 定义 和 A 是 一 个 闭 线性 可 送 算 子 ， 其 定义 域 DC(4") 在 
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XH, A NAB DAD 赋予 4 的 图 象 范 数 ， 即 
范 数 由 x 几 =jxl+l4exll， 是 一 个 Banach 空间 ,因为 
是 可 逆 的 ， 所 以 其 图 象 范 数 e lll 等 价 于 范 数 lx = Ax]. 
因此 DCA") 赋予 范 数 || la 是 一 个 Banach 3, 我们 用 
Xe。 BR. BA, ADEM, 0<a<f Bij XOX, 和 Xp 
到 X, 中 的 嵌入 是 连续 的 ， 
我 们 关于 Gl) 中 的 函数 了 的 主要 假设 将 是 
BIE) 设 0U 是 +xX。 的 一 个 开 子 集 ， 称 函数 下 
U>X MERE E, WERE Cx) CU 存在 一 个 邻 域 
YoU PER L>0, 0<0<1 使 得 
MEGAD — FC25%2) |] SEL il + lx Xa) (322) 
对 一 切 G, xD EV 成 立 。 
现在 我 们 能 叙述 和 证 明 本 节 的 主要 存在 违 结 果 ， 
SS. 2 -4 是 一 个 满足 ITO Wit E 群 
的 无 穷 小 生成 元 。 进 一 步 假设 0Ep(-4), 如 果 了 满足 假设 
(F)， 则 对 每 一 初 值 Cx) CU, MEM Gel) 有 唯一 的 
局 部 解 WE C (Lg 85 X) NC Chg td 3X), KE h = t CX) 
>t, 
HA ”由 我 们 对 算 子 ARIE CEM 26-13) 
WATT) 入 Ce” 对 于 过 0 成 立 。 (3。3) 
对 于 证 明 的 其 余部 分 我 们 固定 (x) EU， 并 选择 >H, 
6>10 使 得 估计 《3。2) 对 荣 固定 的 常数 工 和 9 在 集 V={(4 
xX): USISH, [X Xlla 8) 中 成 立 。 设 
B= max |f, xoll (304) 


uE 


并 选取 i 使 得 
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[T E- t,)A%x, Axl <6/2, AF fp<t<t, 成立。 
(3.5) 
和 


0-<t -1)<min{ ty! -t| (1 -a)C-(B48L)- ve \ 

f (3。0) 
记 了 为 Banach 空间 CCLtot1J;X)， 通 常 在 Y 中 赋予 上 确 
界 范 数 ， 并 用 loir Ba. EY 上 我 们 定义 一 个 映 象 如 下 


Fy@) =Ta- DAt | ATd-SFG,A-“y (sds 。 
to 


(3.7) 
BIRF, yoY M X — wey, Fra) =Ax,. HSB Y 
的 非 空 闭 的 和 有 界 的 子 集 ， 
S= {gy YEY, YD) = dx ，| (一 和 xll 委 3}。 (08d 
对 yES RNA 
[FO — Axl NT tA Xo AP! 


+ | | AT G- SEF, A Y) fsx0) 14S | 
to 7 


+ l | AT (1— SYC, X) ds | 


0 


<Å +C,(L8+ B) | (t—s) "ds 
to 


=È +C, (0-0784 BY <S, 


这 里 我 们 利用 了 (8.2), G3), Geb) 和 (368). 因此 下: 
S 一 5 。 而 且 如 时 nm, ES, Ml 
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Ey C) ~ Fy) | 


<f APT = NG AHCS) = F, Au lids 
to 


SICA OD Hel) SF Malle « 
这 就 推出 
yi- Fall. < Flt well» WF M, ES RE 
(3。9) 


由 压缩 映 象 原理 映 象 F 有 唯一 的 不 动 点 YES .这 个 不 动 点 
满足 积分 方程 


y(t) =T- tA x+ f AT -= SJÍC, 4 YS) ds, 
‘0 


WE ASIS RY (3.10) 


由 (3.2) Aly aE SEE M itO, A-YO) 在 [io hI 上 
是 连续 的 。 因 此 在 这 个 区 间 上 是 有 办 的 。 设 
WFC,AM“y OD ISN, HF 所 权 长 二 成 立 。(3。11) 
其 次 我 们 打 算 证 明 to FG,A ty) E Cot] 上 是 局 部 
Holder 连续 的 ， 为 此 我 们 首先 指出 (3。10) 的 解 在 Oot] 
上 是 局 部 Holder 连续 的 。 
我 们 注意 对 每 一 满足 0<p<1-a 的 8 和 每 一 0<7<! 
由 定理 2.6613 我 们 有 
2 CT -DATE — 8) || SC phPlj AT = $) i 
© ChE — 5) ~ C48) 。 (3.12) 
如 果 byt cht h<t,, ， 则 
WY +h) -YOST ~ DATE= ty) xil 
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+| (ey -DATE~94G,A~x())|\ds 
to 


+f lera +h~s)f(s,A-“y(s)) |ds 


=i, +l +I, (3.13) 
我 们 将 利用 (3.11) 和 (3.12) 分 别 估计 8.13 的 每 一 项 。 
LSC (t= tg) C+ AP | x SMR, (3.14) 
1,<CNhe| G=- CDSM , (3.15) 
t0 


t+k 
LENG, (+ hs) ds= Neh < Mh, (3416) 
-4 
t 


THER, M 和 Ms 可 以 对 于 ELit] 无 关 的 选择 ， 而 M 
RT EAE tLe EPIC, SA (3.13) 和 这 些 估 计 
EENE 9! > by FETE PBR C 使 得 
IO- t-s, WF < <is<t, May, 
(3.17) 
因此 y 在 (io 上 是 局 部 Holder 连续 的 ， 现 在 tft, A-* 
zy) 的 局 部 Hokder 连续 性 由 以 下 得 到 
FCG, A YC) ~ I A YODI- s]? + ly ~ ys))| D 
SCC jt sl + [t= sP) (3418) 
By G10) 的 解 并 考虑 非 齐 次 初 值 问 题 


UCL) =X 。 
由 推论 4.3.3， 这 个 问题 有 唯 一 的 UEC atA. 
(3.19) 的 解 是 由 


G4) + Auc) =f, AYO), 
dt (3.10) 
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u(t) =TG- ‘xt | Td-sfG,A-“yts))ds (3.20) 
to 


给 出 ， 对 >i, 3.20 的 每 一 项 是 在 D(4) 中 ,因而 在 
DAD th, AA 作用 (3.20) 的 两 边 我 们 得 到 


Lu = T(t— tAr f TE — syf(s,A-*y(s) ds 
to 


(2.20) 
给 出 ， 对 >h, (3.70) 的 每 一 项 是 在 D(4) 中 ,因而 在 
D(A) t, AS EM 3.20) 的 两 边 我 们 得 到 
AG) =T U1) A x -f AT -SFA Yds , 
i0 


(3.21) 
但 由 (3.10)，(3,21) 的 右 端 等 于 yO. Ait wt) =A“) 
和 出 (3.20) & 是 G。,1) 的 一 个 C1(Cot1]:X) 解 ，w 的 唯一 
性 容易 从 (3.10) 积 (3.19) 的 解 的 唯一 性 得 到 ， 证 毕 ， 

定理 3.1 表明 在 适当 的 和 条件 下 在 区 间 G11 上 我 们 有 
初 值 问题 CD 的 一 个 注 续 可 微 的 解 。 实 际 上 更 多 的 结果 
成 立 。 解 的 导数 u’ Æ Cyt] 上 是 局 部 Holder 连续 的 。 这 
fe VA PIE a ee aR ETE 

推论 3.2 设 4 和 上 满足 定理 3。!1 的 假设 。 又 设 了 对 
每 一 (t,x) CU 满足 (3.2) ( 即 常数 6 和 工 在 中 是 一 臻 


的 ) 。 和 如 果 z 是 初 信 问 题 CDA [load 上 的 解 ， 则 -34 


在 Cuts] 上 是 局 部 Holder 连续 的 ， 其 指数 v= mins, 
这 里 8 是 满足 0<f<1~e 的 任意 数 。 
证 明 设 0<8<1-g。 在 定理 3,2 的 证 明 中 我 们 已 经 
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指出 如 果 4 是 初 值 问 题 (3.1) 的 解 ， 则 对 Et <t/ <t, 
TOUCH) 在 [i,t1] 上 是 Holder 连续 的 ， 其 指数 ?=min 


(0,8)。 于 是 由 定理 4.3.5 对 每 一 过， 名 -在 [ih] 


上 是 Holder 连续 的 ， 并 且 有 相同 的 指数 ? 。 
我 们 以 《〈3。1)》 的 全 局 解 的 三 在 性 的 一 个 结果 来 结束 本 
节 。 
定理 3.3 设 OE-A, -4 是 一 个 对 1>0 满足 
TOSK SRT BB TO) HEINER. r fEl) 
xX. >X HCP). UREE PEAS JE SE R kE) 
使 得 
WF, x) |] SEC) A + |x|.) RP tty, xEX, 成 立 ， 
(3.22) 
则 对 每 一 和 EX。， 初 值 问题 Col) 对 所 次 tt, 有 唯一 的 
解 4 存在 。 
证 明 ”应 用 定理 3。1 只 要 |O 保持 有 界 我 们 就 能 延 
拓 (3.1) 的 解 ， 因 此 只 须 证 明 如 果 u 00,7) LAE, i 
Vit, luo. 是 有 界 的 。 因 为 
AUD ATE- iat S ATUN CMDs, 
to 
所 以 


KTT 


lu lla S MIA xl + 1-@ 


f Gs- ds 。 
ta 


根据 引 理 5,6。7 这 就 推出 在 [0,7) 上 jxCD1。<C 。 E, 
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$6.4 ”一 个 拟 线性 发 展 方程 


本 节 我 们 将 在 Banach 空间 X 中 讨论 拟 线性 初 值 问 题 


ty 
CO) =L0 。 

初 值 问题 (4.1) 同 前 面 各 节 所 处 理 的 半 线 竹 初 值 问 题 
的 区 别 在 于 这 里 出 现在 问题 中 的 线性 算 子 ACi,n) 明确 地 依 
赖 于 问题 的 解 4 ， 而 在 半 线 性 的 情形 非 线 性 算 子 是 一 个 固 
定 的 线性 算 子 ( 不 依赖 于 解 w ) 和 一 个 ww 的 非 线 ME ME 数 ” 
的 和 。 

一 般 来 说 拟 线性 初 利 问题 的 研究 是 相当 复杂 的 .为 简单 
起 见 我 们 在 本 节 将 只 限于 一 个 相当 简单 的 论述 ， 即 初 值 问题 
(4.1) 有 mild 解 。 在 给 出 定义 之 后 我 们 首先 简要 地 指出 一 
般 的 想法 ， 然 后 给 出 这 种 mild 解 的 存在 性 的 证 明 ， 

设 上 ECCL07XT 考虑 线性 初 值 问题 


uty +A(tujusl, F O<t<T, 
dt (4.1) 


a? + ACLuyy =0 对 于 O<I<T, 
{ | (4.2) 


VOIP, 
mE SA ey wEC(L0,TI;X) 这 个 问题 有 唯一 的 mild 
解 ”ECCL0,Tj;X)， 则 它 定义 了 一 个 从 CCL0,TJ;X) 到 - 自 
身 中 的 映 象 一 ?= 了 (4)。 这 个 映 象 的 不 动 点 定义 为 《4.1) 
的 mild 解 ， , 
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为 了 证 明 《4.1) 的 一 个 局 部 的 mild 解 的 存在 ,性 我 们 
将 指出 在 适当 的 条 件 下 ， 总 存在 一 AT, <T ST 使 得 
wg F CECOT IX) EREE COT EX 的 荣 球 
BIA SWEAR. TRE PORA SE ASEH Ze 个 球 中 在 
在 F 的 唯一 不 动 点 & ， 且 由 定义 上 是 (4.1) 所 期 待 的 mild 
解 。 

为 了 实现 上 述 的 想法 ， 我 们 需要 作 一 些 准备 工作 ， 我 们 
从 线性 初 值 问题 (4。2) 的 mild 解 的 存在 性 开 始 . 为 此 我 
们 修改 35.3 芝 的 假设 《 吾 !) 一 (如 3) 使 得 它们 依赖 于 一 个 附 
加 的 参数 。 

定义 4.1 设 昌 是 各 的 一 个 子 集 。 对 A OSST A 
DEB 设 AGD BX 上 的 一 个 Co HB SiC), 520 的 无 穷 
小 生成 元 。 称 算 子 族 {40,0)} 对 于 (t,0) €00,TIxB BE 
定 的 ， 如 果 存 在 常数 Mol 和 © 使 得 

p(A(t,b)) DCO), WF (i,b) E50,T]xB 成 立 ， 

(4.3) 


DEG A(t, b D) <M- 0) (4.4) 
f=1 


对 于 Ao 和 每 一 有 限 序 列 SUSS ShI, EB, 
1<j<k RE. 

不 难 指出 〈 见 定理 5.202 的 证 明 ) (4C,b)} 对 于 (1,b) 
EL0,T]xB 的 稳定 性 推出 


| MES» | <M exp Ga S; } (4.5) 


295 


对 于 5 之 0 和 任何 育 限 序列 O<t,<t,.<+-<4<T , EB, 
LISS RE. 


E X MY B Banach 空间 使 得 了 稠密 地 和 连续 地 各 
Ate X thy BOX BX HERES 对 每 一 (1,b) E 
[0,7] B, AG b) BX 上 一 个 Co 半 群 5,,(5)，5 之 0 的 无 
穷 小 生成 元 ， 我 们 作 以 下 假设 ， 

(Hy) ye (AC,b)} 对 于 Gb) EL0,T]xB 是 稳定 的 ， 

HD 对 于 Gb) ELC,T]xB, YY 是 4(,b)- 容 许 的 和 
AGD) 在 了 由 的 部 分 A405b) kyj AGD) 对 于 Cb) ELO 
TJx2 在 了 中 是 稳定 的 。 

(CHa) 对 于 Cb) EL0,T]x B, D(ACE,b)) DY, AG,b) 
BM YS) X ROMER BERS MW — DEB, 
t-A) 依 BOX) ROE [| -xz 是 连续 的 。 

CH) 存在 常数 二 使 得 

A,B.) — AC, by) fy SLI}, — Ball (4.5) 
AHE— bb EB 和 O<I<T 成 立 。 

引 理 4.2 设 ECX, uCC(L0,TEX) 在 B 中 取 值 ， 如 
果 {AG}, WF Gb) EL[0,T]xB 是 一 个 满足 假设 (HD 一 
(A) 的 算 子 族 。 则 {4(bu(b)jctom 是 一 个 满足 定理 
5.301 的 假设 (Hi) 一 (H3) 的 算 子 族 。 

证 明 CED 和 (到 2) 即 得 (ACM) heon 满足 (ET 
aD, fi Ea (Ay), X EET] DAGU) 
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Y a AGUA) BMY Al xX dae AP 只 
须 证 明 t> AGU) 依 B(Y,X) 的 范 数 是 连续 的 , 但 由 
(Hy) RNS 
AE UED ~ At Ct2)) ;x 
<JJAC UED — AU Elja t Cad) Uue 
(4。7) 

因为 uct) 在 了 中 是 连续 的 ， 所 以 i>A(i,b) 的 连续 性 连同 
(4.7) 一 起 推出 tA4Ctu(t)) 依 BCY,X) 的 范 数 的 连续 性 。 

作为 引 理 4。2 和 定理 5。3。1 的 一 个 推论 我 们 有 

定理 4.3 设 3CX，{4(t,b)} 对 于 CL) ELOISE 
pery Ad WFR. MR ECCLO,TTX) EB 
中 取信 ， 则 在 A O<s<t<T 存在 唯一 的 发 展 系 统 
U.(tS) WE 

[UG D |< Met 对 于 O<s<t<T 成 立 ， (4.8) 


2i, U, syw, = AGU) )w 对 于 WEY, O<S<T 成 立 ， 


(4.9) 


Dw = —U,C,s)ACs,u(s) wv 


WE wey, 0<s<t<T mite. (410) 
对 每 一 在 B 中 取 值 的 函数 WECCL0,T3X) 和 ww EX, 
函数 >(D =U,(t,0)w 定 义 一 个 初 信 间 题 《4。2) 的 mild 解 。 
因此 由 定理 4.3 如 果 族 {40,b)} 对 于 (bb) EL[0,T]xB iii 
足 条 食 ( 全 一 (家)， 则 对 每 一 WwEX 和 在 B 中 取信 的 
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HECCO,TEX), WARR (4.2) 具有 唯一 的 mild 解 "给 
出 如 下 ， 
y(t) =U, G, uo e (4.11) 
Hf BATS EI PE SRA HER 
引 理 4.4 HBX, {AC 对 于 (tyb) EL0,T]xB 
MERED A. WEEER C 使 得 对 每 一 在 中 
取 值 的 x ，v ECC[0,TJ;X) 和 每 一 w EY 我 们 有 


[Uw -Uw <C wh lac -ve ar (4-12) 


证 明 REEM 5.3.1 的 证 明 中 一 样 对 每 一 wEY 我 
们 得 到 估计 
IUE, w —U,C,s)v|| 


<Clluly [MERD -Aa rade, 413) 


这 里 C 仅 依赖 于 {4(i,b)} 和 {4 Cb): 的 稳定 常数 。 组 合 
(4.13) 和 (Ap 即 得 (4.12) 。 

现在 我 们 转 到 初 值 问题 〈4.1) 的 局 部 mild 解 的 存在 

性 。 在 下 面 的 结果 中 初 值 w 将 假设 是 在 了 中 和 B 将 是 一 个 
中 心 在 My 学 径 为 了 的 X RER. 

定理 4.5 设 WEy，B= (x, jx-all<rj，r>0 。 如 


果 [AG b} 对 于 (tb) EL0,T] xB ye ECT) — HD, 
WWE T, O<T’<T 使 得 初 值 问题 


Lu Act uyu= 0, O<t<T’ 
dt (4.14) 
u (QO) = o 


有 唯一 的 mild fg u CCO, TJX) 和 ud) EB HF OSIS 
I’ 成 立 。 

证 明 ”我 们 首先 注意 常 值 函数 uD) =u 满足 定理 4.3 
的 假设 。 因 此 存在 一 个 相应 于 zx 的 发 展 系 统 0 GS, 


0<s 人 tT。 设 0<t.<T 使 得 


max |U, (1,0) =u] <5 
Ose, 
和 选取 
. 1 © 
Tv = minf ty, z Clu +D}, (4.15) 


这 里 C 是 出 现在 引 理 4.4 中 的 常数 。 在 C([0,77 JiX) 的 闭 
子 集 
I= {us UECC(LO,T’ J]; X) u0) = My, lu E) ~ up| 


<r,0<t<T) (4.16) 
上 ， 我 们 考虑 映 象 
Fut) =U,(i,0)w, ， 对 于 O<t<T’, (4.17) 


由 我 们 的 假设 和 定理 4.3 BAPE ST 中 有 定义 并 且 它 的 
值 域 在 CCL0,T' LX) H, RH FP: J>. RE, 

对 xE 2 显然 我 : 们 有 Fu) sup HA W E 引 理 4.4 及 
(4.15) 


[Eu CE) — uol < |U, 0) ug ~ Us E, Otol] + [Us E0- oll 


<Cr|lupl:T + F< 


此 外 如 果 wi,u2€ 24， 则 由 引 理 4.4 
[Fu G) - Fu,(t)|| = U. Ct,0)u0— U, Ct,0)uol 
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<Cluls | eaco = ldr 
<C lulz? |i = alla <li = tale s 


这 里 [fel Æ CCT IA 中 通常 的 上 确 界 范 数 。 由 最 后 
的 不 等 式 立 刻 得 到 


Pu, ~ Fula < <F ull, (4.18) 


因此 FEER, HERRAR EF A E — AE a 
ue 4， 它 是 (4.14 E C0)TO 上 所 期 待 的 mild 解 。 
定理 :4.5 的 一 个 在 对 偏 微 分 方程 理论 的 应 用 中 常 常 


有 效 的 不 同形 式 可 以 通过 限制 出 现在 和 eye ED, ) 一 (0) 中 的 
集 8 By 中 的 球 而 不 是 象 我 们 上 面 假设 的 是 X 中 的 球 而 得 
到 ， 对 于 这 种 条 他 的 放松 使 我 们 必须 付出 的 代价 是 要 作 以 下 
进一步 的 假设 ， 


(H,) WER uw EB 对 于 0<t<T 成 立 的 WEC 
《50,T]，X) RI 
UGOY CY 对 于 0 委 s 私 1 委 工 成 立 (4,19) 
和 对 于 O<s<t<T, U,C,s) 在 了 中 是 强 连 续 的 。 
Ao 了 的 闲 四 有 界 子 集 在 X 中 也 是 闭 的 。 
我 们 注意 如 果 X 和 了 是 自 反 的 Banach 空间 ， 则 (6) 


PRE, MERTA 
定理 4。6 EEY, B= {ys 3 一 zlrs<r，r>0。 


没 LAGD} 对 于 (4,6) E[0,T]x 了 是 一 个 满足 假设 (了) 一 
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(Bo) 的 线性 算 子 族 ， 如 果 4(0bD)a ey M 

WAG) Ml], <k 对 于 (i,b) ELOT] xB RI, (4.20) 
WEE T, <T <T 使 得 初 值 问题 (4.14 有 唯一 的 古典 
f wu E€Cclo,T’ 3B) NC’ ((0,7’1;X). 

证 明 我们 从 证 明 〈4.14》 的 玲 一 的 mild 解 的 存在 性 
开始 。 我 们 首先 注意 从 US 的 构造 mA) 

IUES sC 对 于 O<s<t<T (4.21) 

和 对 每 一 在 8 中 到 值 的 4€CCL0,T'];X) 成 立 。 在 选取 


, 1 ic - a4 
T’ =min{ T, iC? z Cdl. +1)! } (4.22) 


以 后 ， 这 里 C 是 出 现在 引 理 4.4 chy a, BE CLO, 
TRX) 中 的 子 集 
J = {u;, UEC, T]; X), wo) = a EBOST y 
由 (Hs) 41.9: COT EX GANES. RKRN 在 
I LER 
Fu (t) =U, G, 0i ,对 于 O<t<T’, (4.23) 
并 证 明 FP, S>% . SH Fucd) =u, Hi Pu(t) ECCT 
X). h A) 得 Fuad) Cy 对 于 O<I<T’ Ra. WF AH 
证 明 | Puct) -ul 对 于 OST 成 立 . E X pA s 到 
t 对 (4.10) 积分 我 们 得 到 
U (t,0 Jug- u= [UEDA (t))uat 。 (4.74) 
0 
在 了 Heir (4.24) 并 利用 (4.20), (4.21) 及 《4。22) 得 
EUG) — Ugly = [Ut 0) ty ~ Ugly SCT <r 。 
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因此 F，-2 一 4。 现 在 恰 如 在 定理 45 的 证 明 中 一样 ,对 
任何 UEF, RITE 


|, Fu, — Fug]. <} luule» 


这 里 由 小。 Æ CCT RX 中 的 上 确 界 范 数 。 因 此 由 压缩 
映 象 定 理 下 有 唯一 的 不 动 点 4&E 4， 它 是 A414) ÆT] 
上 的 mild 解 。 但 UCD =U, G, 0u. AEH CERE 
544.3, u 是 线性 发 展 方程 


dy +A(tujv=0 
“dt (4.25) 
y(0) =U, 


的 唯一 的 了 - 值 解 。 于 是 是 4190 的 Ae bw 
u ECA, T Fy) NCO, 5X). u AEE BAR. UE 


毕 。 


第 七 章 ” 对 线性 但 微分 方程 的 应 用 


87.1 引 


il 


线性 算 子 的 半 群 理论 已 经 在 许多 分 析 学 科 中 得 到 应 用 ， 
例如 对 于 调和 分 析 ， 融 近 论 ， 遍 历 理论 和 许多 其 它 学 科 的 应 
用 可 以 在 文献 评注 的 开 初 所 提 及 的 一 般 教 材 中 找到 。 

在 本 章 以 及 下 一 章 我 们 将 只 限于 对 有 关 偏 微分 方程 的 初 
值 问 题 的 解 的 应 用 。 这 两 章 的 不 同 节 间 基本 上 是 相互 无 关联 
的 ， 并 且 每 一 节 氢 述 了 一 个 特殊 的 应 用 。 偏 微分 方程 一 般 理 
论 的 某 些 基本 结果 当 需 要 时 是 叙述 了 ， 但 不 加 证 明 。 

在 抽象 理论 的 应 用 中 ,通常 是 指出 一 个 给 定 的 微分 算 子 4 
在 某 具 体 的 函数 的 Banach 空间 X 中 是 一 个 Co PRN 
小 生成 元 ， 这 就 为 我 们 提供 了 在 Banach 空间 X 的 意义 下 
初 值 问题 


dult, x) _ 
a = Au(t,x) (et 


u(0,X) = Uo (xX) 
的 解 的 存在 性 和 唯一 性 、 如 此 得 到 的 解 u 实 际 可 能 就 是 初 值 
问题 〈1.1) 的 一 个 古典 解 。 如 果 是 这 样 ， 这 通常 经 指 出 u 
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有 比 由 抽象 理论 所 提供 的 正则 性 更 高 的 正则 性 宿 得 到 证 
SK. 在 这 种 正则 性 的 证 明 中 一 个 共同 的 工具 是 Soboflev RA 
定理 。 在 这 一 节 的 末尾 将 陈述 它 。 

现在 我 们 转 到 以 后 将 用 到 的 主要 的 具体 Banach 空间 的 
描述 ,为 此 我 们 将 使 用 以 下 记号 :x= (xb Xz,…s%,) 是 D 维 欧 几 
里 得 空间 由 的 一 个 变 点 ， 对 任意 两 个 这 种 点 x = (Ape) 


Y= H Yn) KIS Xe = Zw, 和 | x) ?= XeX。 
一 个 非 负 整数 的 n 元 向 量 & = (ais Daren, ao) 夭 河 一 个 区 
重 指标 ， 并 且 我 们 定义 
la] = Lia, 
isl 


和 对 于 x= (KXK) g 定义 


a, ao Fa 


X =X, Xo 00 Xs 


记 Di= 2 和 D= (Di, Da, D) 我 们 有 


De= D Dpr Das OO OP om， 


设 RER 中 的 一 个 固定 区 域 ， 其 边界 和 闭 包 分 别 是 92 
和 Q。 我 们 通常 假设 89 是 光 消 的 ， 这 意味 着 对 于 某 一 个 适当 
kel, QB, WIZ oE C 类 ,如 果 对 每 一 点 
xEo8， 存 在 一 个 中 心 在 xx 的 球 B， 使 得 对 某 : ，98f 1B 能 
表 成 X= OCR ye Xp it MAIZE, KE o E k Bree 
可 微 的 。 
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我 们 用 C"(8) CORRO HH AmB 可 Ht 
的 实 值 〈 或 万 时 是 复 值 ) 函数 的 集合 。CY (2) 表示 C” (Q) 
的 在 8 中 有 紧 支 集 的 所 有 函数 的 于 空间 。 

对 uC" (Q) Ml <p MM 


i, 
lela ( | E pwa) (1.2) 


O1G|-<m 


如 果 p=2 和 xx，7YEc9) 我 们 亦 定 义 


Cu), = n, Du DY dx, (1.3) 
用 CORR C"(0) 的 满足 [ula 的 所 有 函数 的 子 集 ， 
我 们 定义 WO) A WCQ) 分 别 是 CECQ) 和 CrCQ) 依 范 
BX + |? 的 完备 化 。 
熟知 WO) 和 Wy") 是 Banach 空间 并 且 显 然 
VCO)CW”RQ) 。 对 =2 我 们 记 WCQ) = AO) 
TWO) = EX0). SHG) MI HQ) Hilbent ZÑ, 
县 有 出 (t+.3) 给 定 的 内 积 O Dn 
于 述 定义 的 空间 WO) EB we LQ) 组 
成 ， 它 的 所 有 kam 阶 分 布 导 数 DuE1L*(9)， 
如 果 2 是 有 界 区 域 ， 则 Holder 不 等 式 推出 
WCO ECW 对 于 lar<p mar (1.4) 
和 嵌入 是 连续 的 ， 而 且 我 们 有 
定理 1ol HOAR HRSA 0Q (例如 99 是 
Ci 类 ) 的 有 界 区 域 ， 又 设 <r, poo, WE 为 五 是 整数 
使 得 Ox<ji<m 和 
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Alta 
n 


p r 
则 W= CO CWP ORA E R. 
空间 WCO 和 连续 可 微 函数 的 空间 C) 以 及 可 积 函 
数 的 空间 LOO, r>1 之 间 的 一 些 关系 给 出 如 下 。 
定理 1.2 (Sobolev) 设 9 是 R 中 具有 光滑 边界 399 Hl 
如 ol ÆC 类 ) 的 有 界 区 域 ， 则 


my (1.5). 
n 


W*? (Q) EL aa (Q) 对 于 kha 成立。 (1.6) 
和 
WO CC" RD),， 对 于 O<m<k~ FRÈ. (1.7) 
此 外 存在 常数 C1 和 C 使 得 对 任意 cW, 
A SC lilies 对 于 <n 成 立 。 (1.8) 
-和 
sup{| Dux): fal <m, xE Q}<Callalligss 


HFM- SwRI, (129). 


空间 WY? (QQ) EW" OGERE PEO 上 为 零 的 
元 素 的 子 空间 ， 能 够 证 明 如 果 了 9 是 C* 类 的 和 WEC*-1(9) 
门 Wo*(Q)， 则 zw 和 其 前 £~1 阶 法 向 导数 在 O92 上 为 零 ， 因 
此 EWo*C0)。 
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$7.2 抛物 方程 一 -二 理论 


设 4 是 R 中 具有 光滑 边界 22 的 计 界 区 域 。 考 虑 2m 阶 微 
分 算 子 


4(x,D) = 2 „400D, (261) 


这 里 系数 2,(x) 是 如 中 充分 光滑 的 x WHE MR Ax, D) 
的 主要 部 分 A DEAF 
A’(x%,D)= LS aD, (202) 


ja; =? 
定义 2.1 算 子 A(x,D) 是 强 椭 园 的 ， 如 果 存 在 常数 C>0 
使 得 
ReC—1)"A’ (x, c| Ej?" (243) 
对 所 有 xe Qi EER" 成 立 。 
对 于 强 禄 园 算 子 我 们 有 以 下 重要 估计 。 
定理 2.2 (Garding 不 等 式 ) 如 果 AD) 是 一 个 2m 阶 
的 强 椭 园 算 子 ， 则 存在 常数 c,>0 和 120 使 得 对 每 一 
w€EH*(Q) 门 HX(Q) 我 们 有 
ReCAu, Wo>coluls, 一 )allallia。 (2.4) 
Garding 不 等 式 的 证 明 通常 基于 强 椭 园 性 的 定义 和 
Fourier 变换 的 应 用 。 对 于 某 些 简单 情况 它 能 通过 分 部 积分 
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3). CMA EU PRAMS BST -A 
ve Dw 
At 3 Jx 


显然 ~A 是 强 椭 园 的 相对 每 一 2EC2C2) 我 们 有 


{ 一 Allg?) 9 = 一 | wands -f Vue Vudx 
= aire 一 [ullis (2.5) 


这 里 第 二 个 等 式 由 分 部 积分 得 到 ,而 最 后 的 等 式 是 范 数 | « a2 
的 定义 的 一 个 直接 推论 。 一 个 简单 的 极限 论证 表明 对 每 一 
EHDE, C26 5) 仍然 保持 和 (2.4) 对 ~ A 成 立 。 

设 4(%,D) 是 8 WAKER) 的 一 个 2m Bei 
算 子 ， 用 分 部 织 分 法 〈4s+)x，?7) ， 对 每 一 复数 和 能 延 拓 
HHG) x HIO 上 的 一 个 连续 的 半 双 线性 型 。 如 果 Rex>>Xo， 
则 Sarding 不 等 式 (2.4) 推出 它 是 强制 的 ， 因 此 我 们 可 以 
应 用 经 典 的 Lax 一 Milgram 引 理 得 出 对 每 一 fEI2(2) 和 
ReiS 边 值 问题 

ACx,D)ut+Au=f (2.6) 
存在 唯一 的 弱 解 :EH?(8)。 于 是 可 以 指出 ,但 这 不 是 容易 
H, (2.663 BSR EWE eee"), ARs 

$2.3 AGP) 是 2m 阶 强 椭 园 的 ， 则 对 每 一 满足 
Re 和 宇和 Mo 的 人 和 每 一 fEEL2(C9) 存 在 唯一 的 4E 万 2 (9) 门 IC9) 
EE 


ACX,D)uthusf, 
WES FRR OCR 上 的 一 个 给 定 的 酉 园 算 子 AD) 
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我 们 相应 的 有 作用 在 Hilbert 空 间 互 = L2(9) 中 的 一 个 无 界线 
性 算 子 4， 这 是 如 下 


定义 2.4 设 A(x,D) = 2 e 09D" 在 2 中 是 强 精 园 的 
1e 1 <Q 


和 令 D(A)=A" QBS, WE «CD ARNE 
Anna A(x, D) 

对 这 个 定义 我 们 有 

定理 2.5 设 互 = 2(Q)，A 是 如 上 定义 的 算 子 ， 则 对 每 
JR BRA Sh WA, Ap -AS o- AHDE HES LUDE 
的 一 个 Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 

证 明 BR D(A) = D(A) DEO. BACK EHR 
WZ, FRU, D(4) 在 中 秽 密 。 又 从 Garding 不 等 式 我 们 有 

Re(~ Auu- Coltlz,2 + Co ~ Rei.) | 

因为 Ren Sho, 所 以 Rel- Awar) <0 和 -A RW, 
最 后 如 果 RAS, WSO, w+ 4 REBT A, 
这 是 定理 2,3 的 一 个 直接 推论 ， 于 是 由 定理 1.4.3 ，~ 4; 是 
H = L(G RRAC, 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

定理 2.5 的 一 个 直接 推论 是 

推论 2.5 设 ?4(x,D) 是 在 具有 光滑 边界 08 Ry 
一 个 有 有 界 区 域 2 上 的 2m Bree A. MW 每 一 He 
HQ) HI), Maw 


(2.7) 
x (0,x) = #0(%) 


有 唯一 的 解 u(t,x) ECC, o E (2) H4(2)), 
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定理 2.5 推 出 如 果 A(x:,D) 是 一 个 强 椭 园 算 子 ， 则 由 定义 
2.5 所 定义 的 算 子 - A H = LO) 上 的 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 实际 上 在 这 种 情形 有 更 多 的 结果 成 立 , 事 实 上 我 们 有 

定理 2.7 如 果 A(x,D) 是 一 个 2m 阶 强 椭 园 算 子 ， 则 算 子 
-A (由 定义 2.4 给 定 ) 是 H= L 上 一 个 算 子 解析 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 。 


证 明 设 Al=A+iI。 由 Garding 不 等 式 我 们 有 


Re (Argut) y= Colt" ass (248) 
对 每 一 “ED(A.o) 用 一 个 简单 的 分 部 积分 得 
| Im CA. gttjtt) ol ECA) ol Sb lju llk (2.9) 


对 某 常数 b>>0 成 立 。 由 (2.8) 和 (2.9) Ai 的 数值 值 域 
SCAD 满足 
SCANCS = (ht = Largh <0), (2.10) 


ZE 6, = arctan(b/c,) <>. PX I 使 得 9)<6< 忆 并 记 


={h:largh| 之 信 ， 则 存在 一 个 常数 C 使 得 

d(h3S(A‘y)) SCA, H ERE, (2.11) 
这 里 dS) 表示 》 和 集 SCC 间 的 距离 ， 由 定理 2.3 所 有 实 
数 h，k 二 0 在 A 的 预 解 集中 ， 因 此 如 包含 在 SADR 
的 一 个 分 支 中 ， 它 和 P(A10) 有 一 个 非 室 的 交 ， 于 是 定理 1。 
3.9, 推 出 P(A) D2, 和 对 每 一 和 EZ， 


[ROAD || <dQ; S(A)) <a (2.12) 


Ti 


因此 由 定理 2.5.2(c)，- A 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生 
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成 元 ， 这 就 推出 《 如 见 推论 ;。2.2)〉 - A 是 LC0) 上 一 个 算 子 
解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

作为 定理 2.7 和 推论 4.3.4 的 一 个 直接 推论 我 们 有 

推论 2.8 设 A(x,D) 是 一 个 有 界 区 域 8 一 已 中 的 22 阶 强 
椭 园 算 子 ， 又 设 对 每 一 {二 0，f (t,x) ELCQ)。 如 果 


f FEO- FGO] 2dx<K] t= s|”, (2.13) 
则 对 每 一 w(x) EEC2)， 初 值 问题 


| St + AG DD, 在 8x Reh 

l uC0,X) = up ESTE, 

有 唯一 的 解 x) ECC1C(0,00), H (OD[ 1H5(0)) . 
注 2.9 全 得 注意 的 是 如 果 算 子 A 有 常 系数 , 则 定理 2。5 

和 2。7 对 于 区 域 Q=R 仍 成 立 。 这 种 特殊 情形 的 证 明 容 易 用 

Fourier © 48 žl, 


(2.14) 


$7.3 抛物 方程 -一 -I 理论 


设 2 是 R" 中 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 。 在 上 一 池 我 们 
考虑 了 定义 在 Hitbert 空间 L2(9) 中 的 兴 群 ， 用 Banach 空 
间 LO, 1<p<ooft Hilbert 空间 LORRA MK, 
这 对 于 希望 获得 最 优 的 正则 性 结果 通常 是 重要 的 , 在 本 节 
我 们 将 在 L*(8) 中 讨论 和 强 椭 网 微分 算 子 相应 的 半 群 理论 。 
在 这 一 节 的 大 部 分 我 们 将 只 限于 1<$ 二 co。 一 些 关 于 p=1 
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A p= oo 的 注 记 将 放 在 本 节 的 末尾 。 
设 1<p<co 和 8 是 R" 中 有 光滑 边界 的 一 个 有 界 区 
Ky 1K 


A(x,D)= dG 4,(x) Du (3e1) 


ajs 2™ 


是 8 中 的 一 个 强 椭 园 微分 算 子 ， 算 子 


A* (D= 2 (DIOD N (3.2) 


la|x2n 


RH ACD) TEES. AAW eM BA OR 
ADEME, I ATG, DIR, BRAG DWAR 
4,(X) 被 假设 是 足够 光滑 的 ， 基 4, (x) EC” (Q) RAE.) E 
C”(Q)。 然 而 许多 结果 在 较 弱 的 假设 4.(x) EL°(@),0<| e| 
<m 14,0) €C@), lej =2m Katie, WE 园 微 
分 算 子 已 经 建立 了 以 下 基本 的 a- 先 验 估计 。 

HS. 设 A 是 R* 中 具有 光 浓 边界 28 的 有 界 区 域 8 
上 的 一 个 2m 阶 强 棋 园 算 子 ， 又 设 1<p<co 。 则 存在 一 个 常 
数 C 使 得 

Hallam SC CAM lege + lulose) (3.3) 

HE r CW"? (Q) Wm ORZ., 

用 这 个 先 验 估计 和 S, Agmon 的 方法 就 得 到 以 下 

定理 3.2 设 A 是 R* 中 具有 光滑 边界 38 的 有 界 区 域 8 
上 的 一 个 2m BET, Rik 1< <co, AER 数 
C>0, REUMI0< :< 本 使 得 
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inne SMH AD tn (3 .4) 


WE EWOMI DOE | A) SR, 0-2 <argh 
<#-O Rj AEC 成 立 。 

FS SRR BEF AC x, D) BRT SR He A L CQ) ry — 
CRE EED AF A, WF: 

定义 3。3 TE A=A(x,D) 是 天 "中 的 有 内 区 域 0 上 的 一 
个 2m 阶 强 椭 园 微分 算 子 ， 又 设 l<p<o, 


A 
By 

DCA p = W (OQ) Wo (Q) C.E 
和 | 

A= AX, Dv, WF ue DA), (346) 


A, 六 定义 域 D(A) AS CPO), AMEE LO 中 称 
密 ， 而 且 由 定理 3.1 容 易 推 出 A 在 L*C8) 中 是 一 个 闭 算 子 。 
引 理 3.4 设 A(x,D) 是 8 上 一 个 2m 阶 强 椭 园 算 子 ， 又 设 
Aps 1<p<0o BM ENS. 定义 的 算 子 ， 则 由 定义 
3.3 定 义 的 在 LX8) 上 相应 于 A(x,D) 的 形式 伴随 A4*(x,D》 的 


HEA", (=P RAW AMEE 


证 明 我 们 用 (，) 表 示 对 偶 空 间 LPRL 之 间 的 
WEB, AA 表示 A 的 伴随 。 用 一 个 简单 的 分 部 积分 得 
(Ayu) = (u,A* v)> (3.7) 
WHE“ EDADE vEDCA* Ma, Aik DCA*,) cD’) 
和 A* va Aly HF VCD A*) Re kVED(A’ wA 
则 由 伴随 算 子 的 定义 我 们 有 
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(Apup) = (uw), MARA uc DCA,) Rew (3.8) 
BA DADE LI7(8) 中 稠密 ， 所 以 存在 一 个 序列 %,€ D(A*,) 
使 得 在 L QHR vyv, E G3.7) 和 (3.8) 对 所 有 D(C4,) 
(u, Ae Vy {uw), AAD AD 在 严 (2) 中 稠密 ， 所 以 我 们 
得 到 Axim 弱 收 和 敛 到 ww。 现在 A*, 的 闭 性 推出 ve DCA*,). 
因此 D(A’) CD (A*,) , WA = A* 
由 定理 3.1 和 3.2 我 们 推出 
定理 3.5 设 4(x,D) 是 R" 外 具有 光滑 边界 92 的 有 界 区 
域 9 上 的 一 个 2m 阶 强 椭 园 算 子 ， 又 设 1<p<co, WR 4， 是 
由 定义 3.3 定 义 的 相应 于 4 的 算 子 ， 则 - A, 是 (4) 上 一 个 
解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
证 明 ”我 们 已 经 注意 到 DOUDE LORAN A, 是 
L'(8) 中 一 个 闭 算 子 ， 由 定理 3.2， 对 每 一 
NED, = (ws O-a<argu<a—O, |p| >R}, (3.9) 
BF M+ 4, 是 一 对 一 的 和 有 闭 值 域 。 类 似 地 ， 将 定理 3.2 应 
用 到 LO ERRAT 4*,， 则 存在 常数 R >0 和 0<0’ < 也 
使 得 对 每 一 E23y = {us Of —a<atgu<x-6’, |u| SR} , 
入 T+ A* 是 一 对 一 的 。 设 0 = min, A Ri=max(R，R’)， 
WHE 
MEQ = {wr 6,-e<argu<ax-~6,, |u| ZR} 
) + 4, 是 一 对 一 的 和 到 上 的 。 事 实 上 我 们 已 经 看 到 它 是 一 
对 一 的 ， 因 此 剩 下 仅 筑 证 明 它 是 到 上 的 。 设 E21. MR 
对 所 有 EDU), VELURE + Aur) = 0， 则 由 引 
43.44 vE D(A* DAD u, CA I+ Av=0 对 所 有 u EDA, 
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成 立 。 因 为 DAUDE LORAZ, M 〈》I+4#)7=0。 
并 且 和 T+ A*, 的 一 对 一 的 映射 性 推出 。>= 0. AES, 
M+4, 是 可 道 的 和 由 G3。 人 得 


[QI+ AD) -< 和 对 所 有 A EIR 


于 是 由 定理 4,5。2(C) 推 出 -4, 是 天 (29) 中 一 个 解析 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 。 

定理 3. 3 是 基于 深刻 的 先 验 合计 Ged). 对 于 实 奈 
数 的 散 度 形式 的 二 阶 强 椭 网 算 子 ， 定 理 3.5 可 以 不 用 定理 3。1 
和 3.2 而 直接 证 明 ， 这 如 下 面 所 作 。 

设 OF R" PAA BRIM, AD) 是 对 
称 的 二 阶 微分 算 子 : 


1 a Du 
Ax, Dyu= ~ Lo Ka (4:10 2) . (3,10) 
我 们 假设 系数 aC) = 41,1(x) 是 实 值 的 和 在 日 中 是 连续 可 
微 的 以 及 4(x,D) 是 强 枉 园 的 ， 即 存在 常数 Co>0 使 得 


= MEE SC z= C,| ëj? (3.11) 


对 所 有 bo ISAS 成 立 。 
同 (3.10) 给 出 的 22 阶 对 称 的 微分 算 子 AGD) AA, 
我 们 有 由 定义 3,3 在 亚 (2)，1<b< co 上 所 定义 的 算 子 4 。、 于 
是 我 们 有 
定理 3.6 it 1<t?<co， 则 - AR (8) 中 的 收缩 解 析 
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半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 


证 明 设 1<p<m 是 辕 定 的 ， 令 4= 5 。 我 们 用 


<, >#R L?(8) 和 (8) 之 闻 的 对 偶 积 。 mz u€D¢A,), 
则 函数 u*® =| a 2 ELAO <u,u* > = jd 由 分 部 积分 得 


<A už > = 一 f. 2 2- (er 04) u | ul ?2dx 


ony gO 2 alae 
-| Èo tn ae PEA Cu | u] ydx 


-| a, (a Qe 0% TO Se) a - 


Q Ke] Ox, OX Ox; 
但 
Ò 2-2 Lpa ped 7 2. POEA 
galt a E gyh tage 


记 | 4 PTE satib, ARHAR 


<A, už > = f° a4, ((p-1)a,a,+ 8,8, 
?1=1 
+i- Z)a,0,)dx, 
设 | aO] <M 对 于 <n, [<n 和 xEQ 成 立 ， 并 命 
lajt= > jai, DERS f fix. 
het 2S =} dc 
则 由 6.10 和 G.12 易 得 
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Re<A,u,u*> SC, Cp ~ 1)| @| 2+] 8) 20 (3413) 
和 


[| |P- aaf glee hylte) 


O O O? OP) BD 
| Rec Ayu, >) CCQ 1] a} 2+! 8) *) 


对 每 一 p>0 成 立 。 在 (3.14) 中 选取 p= p~] 得 


et UR 2 <M p- 2 


一 一 一 一 一 一 一 3.15 


由 (3.13) ， 对 每 一 和 >0 和 EDAD RINE 

Mulo li CAL + Ay), (3.16) 
AMA + ABNA SO BE 因为 (3.10) 
WH l<p<oo Miz, PRE 0, +A, 也 是 到 上 的 。 
事实 上 ， 如 果 VELORIA «EDAD WEC +A) 
=0， 则 因为 4(x,D) 是 形式 自 伴 的 ， 所 以 由 GD 知 YE 


D(A), a= 和 对 每 一 ue D(A), <u, CEt A) 

= 0， 因 为 DDEL (OHAR, FU I+ Av = 0 和 在 
(3.16) 中 用 4 代替 ?推出 7=0。 因 此 +4, D> OR 
对 一 的 和 到 上 的 。 作 为 〈3.16》 的 一 个 推论 我 们 有 


[QI+ A-o» <4 WE AO 成 立 。 (3.17) 


现在 Hille—Yosida 定理 (1.3.1) 推出 ~ A, 对 每 -1 
<p<oo 在 (8) 上 是 一 个 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 最 后 
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为 了 证 明 由 - 4, 生成 的 半 群 是 解析 的 我 们 注意 由 (3.13》 
和 (3.15) ， A, 的 数值 值 域 SC- 4,) 包含 在 集 Se =: 
larg %| >x- 9 中， 这 里 6 = arctan(M| p—2| /2C,/P-1), 


0< <y. AR 05<0< 4, Hie 

Z= {hs | aegh| < 一 0。 (3.18 
于 是 存在 一 个 常数 C,>0 使 得 

dh; SOAD SCI, WF AE, RE 
因为 由 证 明 的 第 一 部 分 LO 是 在 - A, 的 预 解 集 p(- 4,) 中 ， 
所 以 由 定理 1.3.9 得 0(- A, D2 和 


[OL Aloe Sge AT EZR. (8.19) 
8 W 


因此 由 定理 2.5.2(c)，- Ae LO 上 的 一 个 解析 半 群 的 无 
穷 小 生成 元 。 
现在 我 们 转 到 了 =1 A p= co 的 情况 ,并 从 = co 开始 ， 
回忆 一 下 ，L”(Q) 中 的 范 数 是 
lullo = esssup{| CX)| : LERZ, 
设 4(x,DD) 是 由 3.1) 给 出 的 定义 在 具有 光滑 边界 09 的 有 
界 区 域 OCR 上 的 2m 阶 一 致 桶 园 算 子 ， 我 们 将 4(x,D) 对 应 
于 L*(Q8) 上 的 一 个 算 子 AME: 
D(A, = {ur ucw2"?(Q), W— p> 2, 
A(X%,D)UEL*(Q), WEO EX0<| 人 | <m#D'u=0}, 
3.20) 
和 
A u= Alx, Du, WF EDA.) (3.21) 
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我 们 首先 注意 由 Sobolev 定理 CEM 1.2) 得 D(4.) 
COM (6 )。 因 此 由 我 们 的 908 光滑 的 假设 知 条 件 Dix= 0， 
0<18| <m 在 30 上 有 意义 ， 而 且 由 边界 的 正则 性 和 DCA.) 
WE, HWE >n, DADC WOW "@ 。 因 


此 由 定理 3.2 存 在 常数 ，C>0，R>>0 M0<0< E 
san! Coy 
jos < pp GE Andel osm (3.22) 


对 每 一 uD CA.) 和 满足 | A) SR, O~ <arg 和 < rr-0 的 
LEC Min, fait (3.22) 通过 在 〈3.4) 中 让 2->co 得 到 。 
由 (3。22) 知 M+ 4。 是 一 对 一 的 和 对 于 满足 | | SR, O-2< 
arg 和 <z-8 的 LEC ARR, 但 - 4- 不 是 Le 上 
一 个 Co 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 事 实 上 ,在 上 面 我 们 
已 经 注意 到 DAC. KEEDA (2) ， 
这 里 万 Cd 是 DA.) 依 范 数 | lpia, BAC) 不 
在 Ze(9) 中 稠密， 所 以 DC4-) 不 能 在 C"(2) 中 稠密 。 

为 了 克服 这 种 困难 我 们 仅 限 于 在 9 上 的 连续 函数 空间 进 
行 讨论 ， 我 们 定义 

D(A) = {w uED(A,), A(x, Du EC), 


AC, Dju=0 7602 E} 、 6.23). 
和 
Au= Alx, Du, WF ue DCA). (3.24): 
因此 所 定义 的 算 子 A, 被 视 为 是 空间 
C={w ucc), r=0 在 02 上 } (3.25) 
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上 的 一 个 算 子 ， 我 们 有 

定理 3.7 算 子 - ABO 上 的 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 。 

定理 3.7 的 证 明基 于 一 个 类 似 于 估计 (343) 的 依 范 数 
| lee 的 先 验 估计 。 因 为 对 加 =1 我 们 没有 这 种 先 验 估计 ， 
所 以 对 于 这 种 情形 的 结果 将 要 用 一 种 困难 的 方法 推导 ， 这 将 
利用 连续 函数 和 L 肖 数 之 间 的 对 侦 性 ， 首 先 我 们 有 一 个 引 

引 理 3.8 设 如 是 R 中 一 个 有 界 区 域 ， 对 于 u CLE) 
我 们 有 有 


lulan = sup{ | opde PERD, lelos}. 


(3。 26) 
证 明 ”因为 对 每 一 满足 lpllo<1 PECORE 


人 ax| <loloelilon lion 


所 以 (3。26) 右 端的 上 上 确 界 显然 是 小 于 或 等 于 ,xj 因为 C8 (8》 
在 L1(8) 中 稠密 ， 所 以 我 们 只 须 对 xE€ C8P(8) 证 明 结果 ， 命 
bC) EC? CC) 使 得 加 Co) =0, | 9,C2)| <1402, (2) = z /| 2] 


于 | al >i, 则 Pa) CCR (Q) FAP, EO loole 又 


lim | 1980 dee | [Oo] ex= lullon 


Tee 20 


所 以 (3.26) 右 端 的 是 大 于 或 等 于 jloa。 
现在 我 们 转 到 空间 L1(8) 上 对 应 于 由 Gel) 给 出 的 强 
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MBAS A(x,DD) 的 算 子 4 的 定义 。 
定义 3,9 设 4(x,D》 是 具有 光滑 边界 OL WAR RR 
SCR 上 的 由 《3.1) Be in WBA. a 
D(A) = fu EW™ HQ) We" (Q), 
A(X,D)u€ L'(2)} (3.27) 
这 里 A, Du 理解 为 在 分 布 的 意义 下 。 对 "ED(4D , A 
Aru = A(X, Du, (3.28) 
定理 3.10 ~ 4 是 Li(8) 上 的 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 。 


证 明 iz 
A(x,D)u= | ,0.00 Dw 
和 、 
A(x,D) = (= DI DCD, 


24, 是 空间 C (由 (3.2.5) 给 定 ) 上 对 应 于 4 (Xx,D) 的 算 子 ， 
由 于 了 (x,DD) 连 同 AC, DARRA, BEEM- 4 是 
C 上 的 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 则 由 定理 2.5.2 推出 


存在 常数 M>0, REOMO<I< Z eg 
[GE + AD lo SM] A | (3.29) 


对 每 一 入 EZ={ [argu | >é, | LIFR 成 立 。 现 在 R 
WED(41)。 由 引 理 3,8， 
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wr =sup{| meds wecro，lelo < 630 


因为 对 每 一 EZ, ，C8(Q) 包 含 在 M+ 外 的 值 域 中 ， 所 以 由 
(3.29) 和 (3.36) 


[loon = sup{ | uid + Agyrdx: vE DD, Ihlos 


<Ma}, 


这 就 推出 对 每 一 EDD, Wles <M AT 我们 有 


llu ilosi S 


f uO + Apr dx| = i I+ Ayuvdx 
2 2 


SIGI + ADubo ?lo SM] A) THIOL + A Dillo 
FEWER EX, MA, 是 一 对 一 的 和 有 闭 人 入 区 域 。 而 
E, Ay DJEDA), MA M+ A 的 值 域 包 含 LO), 
Tu L? (2) EL (9) HAR, Mi + A, 的 值 域 是 整 个 
11(82) 

|| KE + Alan <M] A) 71 
WH A762, 成立。 因此 由 定理 2。5。2 得 - A; 是 U1(Q8) 上 的 
一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 


87.4 波动 方程 


在 本 节 我 们 考虑 R" 中 的 波动 方程 的 初 值 问 A, Ww 
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Ot cau, 对 于 ERY, 150, 对 于 x ER", +> 0 


| OD =, LEOD =O, FIER, Gat) 
这 个 问题 等 价 于 一 阶 系统 : 


Uy uy 
SH Di (a 0 we EXER, 1>0 (4.2) 


和 
u, (0,x) 


Caon). 


为 了 应 用 半 群 理论 我 们 的 兴趣 在 于 指出 算 子 ( A 0 ) 在 


uy CX) 
) FER 


Uy (X) 


KT SRY BRN Banach 空 间 中 是 一 个 Co 算 子 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 ， 结 果 表 了 明 最 适合 的 空间 是 Hilbert 空间 
HRY x LERI, 

空间 AR EAE eM, WT 2 =R Ay RE k 
情况 ,它们 能 用 以 下 有 用 的 方法 刻 划 其 特征 ， 设 JE LCR) 


F E) = 0m f etida (4.3) 


42 Fourier BR. BR ICM CR) YERA A+ [ge 
了 CD EL(R), 这 个 特征 是 Parseval 等 式 和 Fourier 变 
换 的 基本 性 质 的 一 个 简单 推论 。 

ie — PAE U = [un EC RY XCR 我 们 定 义 
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MUN = Wendy =() Chal t+ ivi P+ la Dada) 


1⁄2 


(4.4) 
容易 验 证 CR x CPR") FUR: WHS Bk EB 
Hilbert 空间 A = A(R’) x I2CR")、。 在 这 个 Hilbert 空间 中 


0 I 
我 们 定义 和 微分 算 子 ( 、0 EXS ATANT: 
定义 4.1 设 


DCA) = 万 2(RD x HI(R®) (4.5) 
FIR U = Euu] € DCA) i 
AU = Alito] = Cu Au, (4.6) 


为 了 证 明 由 4.5), (4.6) 定义 的 算 子 4 是 HH 上 一 个 C, 算 
FRM ES MERI, BARRACK SMES. 

5724.2 如 果 v>0 M FERRY, kbd, MAREE 
的 函数 CAR YER 

u-vAu=f, (4.7) 

证 明 RG (ORI Fourier BH, uc = (1+? 
EDIFE., Ble CR), MUA+ EDT EE 
LAR), A A+ (Ean OEL (RD. 如果 定义 
u 如 下 


uC) = Am 2 j en © (Ede 


Sil uC PCR) AR u Be (407) 的 一 个 解 ，《〈4。7) 的 解 :的 
HEHE ADORNS SESE TER, WR w CAM? CR") Rw YA 
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w=0， 则 Ww =0。 因 此 w=0。 
5084.3 ME F=[f f] ECER XCR 和 实数 
i30, 方程 
U- MAU =F 
对 每 一 k 宇 2 有 唯一 的 解 U= [uu] EH RY x HERR. 
而 且 
WON SC-2Z BMF, ME OS 网 <ER Ce 
MEER GR ASO RSNA, wÈ 
we~MAw =f, i=l, 2 (4.10) 
的 解 。 由 引 理 4,2， 显 然 这 种 解 存在 和 对 每 一 Kf 宇 0，w;E HH 
CR"), fq =wythuy, U2 二 Wo+ AwWI1I。 容 易 验 证 U = [uu] 
是 (4.8) 的 一 个 解 ， 因此 ti — hig = fi 和 Uo — AAU =f. Tr 
HHE k>, U EHR) x? (R), W G D) ALR’ 
中 的 内 积 ， 我 们 有 
PE?2= i- Ah, Dot Ca Foo 
= (u 一 Aue — Aut hAus, utr U2) 0 
+ Cug AA, a~ AAU o 
2 Cu Algat jual- 2 JA] Reuz u) 
>A- [af > ho Il? 
因此 如 果 0<< IM <3 M 
WF yA G- 2 fal PW OW 2, (4.11) 
引 理 4.3 表 上 明 对 所 有 满足 0< | < FURS A, SF 


1-14 的 值 域 包 含 CY(R”) x C? CR")。 因 为 由 定义 4,1 定义 
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WAS 4 是 闭 的 ， 所 以 I-A EREA H = HR) x 
LER), HARTA 
推论 4.4 对 每 一 FEHI(R") x L2CR") 和 满足 0< M 


1 se entry 方 和 
<1 SH), DE 


U—),AU =F (4.12) 
有 唯一 的 解 U EHR") x ACR) 和 
WU <-2 [Aj F ill, (4.13) 


定理 4.5 由 定义 4.1 定义 的 算 子 4 是 H=HICR”) 

x LCR") bi fe 
ITOs e (4.14) 

的 一 个 Co ETO 的 无 穷 小 生成 元 。 

证 明 4 的 定义 域 H2(R") x HRS 显然 在 五 中 稠密 ， 由 
推论 4.4 知 CUT- Ado) 对 el > 2 存在 并 满足 
_1 
{uj 一 2 
由 定理 1.6,3，4 是 一 个 满足 (4.14) 的 群 TQ) 的 无 穷 小 Æ 
成 元 。 

推论 1.6 ”对 每 一 EHAR, f CHR) AEB 
ukt,Xx) ECCO) + HCR")) 满 足 初 值 问 题 


Es ， 对 于 | 之 2 成 立 ， (4.15) 


1 Ou _ 
gS = Au 
"x(C,X) = fO, 


4 u,(0,x) = hx), 


3 


(4.16) 


证 明 RTO ARN ER, M 
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[ui Cx) 2x) 1 = TOC), f(x) 7, 
则 


2 Curu] = ALt u] = [u2 Au]. 


故 ua 是 所 期 待 的 解 。 

我 们 通过 证 明 在 初 值 问题 4.6) 中 如 果 初 值 hfe 是 
光滑 的 ， 则 人 解 也 是 光滑 的 来 结束 本 节 . 为 此 我 们 注音 ， 
Sobolev 定理 (定理 1,2) 可 以 推广 到 特殊 的 无 界 区 域 2=R” 
WTF: 

定理 4.7 对 O<mck— 2/2 

Hi(R") = C™ CR"), (4.17) 


证 明 设 vECzCRO， 则 如 熟知 的 EVO EL CR) 对 
每 一 a 成 立 和 


DV) = QMT | iE ey (EdE, 


n 


用 Cauchy—Schwartz 不 等 式 估计 D?y(x) 我 们 得 到 对 每 
—N>-=, 


ID 2< (20) | (+Ë -nadE 


R 


| eras D rOl ae 


R 


<C, | G+ EON V E) PAESC weas (4418) 


K 
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这 里 C1 和 Cs 是 依赖 于 N 和 lel 的 常数 设 。 ue’ (RY 和 
u ECS (ROEE CR) wou, FHA (4.18) 对 所 有 
满足 lel <m<k~nfiyy a, D'u DuER 中 一 致 成 立 。 因 
此 WEC"(R")， 这 就 是 所 希望 的 ， 

MERA 有 ，j2 ECY?(R”) 的 初 值 问题 4.10 . & 
OME kl, Oh, LIC D(C)， 这 里 4 是 定义 4.1 中 所 定 
义 的 算 子 。 因 此 对 每 一 kod, [u, wI=TOOC, IED 
C4:)。 特 别 对 所 有 ke 0, At, E LCR’ ,由 此 推出 对 每 一 1 过 0， 
uy, CHR) Ale EEA SHE WE t>0, (4.16) fu C) 
满足 (02 EC CR), RREH, ip b wy WAAR (t,x) 
EC°CRXRYM EE LOTEA E A, (AR 们 
在 这 里 不 再 次 述 


§7.5 个 Schr6 dinger 方 程 


Schrodinger 方程 给 出 如 下 ， 


1 Ou _ = f 一 vV 5.1 } 
ray, Au- Vu, (21) 


这 里 函数 了 称 为 位 势 。 我 们 将 在 Hilbert 空 间 H = LQ) 中 考 
虑 这 个 方程 。 我 们 首先 定义 对 应 于 微分 算 子 愉 的 算 子 如。 
定义 5.1 设 D(A) = FPR, XE EMRET 节 
中 定义 的 。 对 EDAD, 8 
Aju = iu, (5.2) 
3 引 理 5.2 AP AEL R") 中 是 自 伴 的 。 
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证 明 用 分 部 积分 法 得 


C- Auw) = 一 | auvax= - f uAvadx = (u, =), , 


因此 :4,= -A Extn. ARACEAE, RAGE 对 
#$—h, Imh<0, 1-714, HARE LORD 中 是 稠密 的 。 但 
如 果 ECPCR")， 则 用 Fourier 变换 得 


no | LQ 
u(x) = (2r) "72 F ie eee (5.3) 


是 在 D(A) = ACR), AER A- idpu=f 的 解 。 从 
而 M-A 的 信 域 包含 COCR), ARLE VOR) HBR. 

现在 由 Stone 定理 〈 定 理 1.10.8) 我 们 有 

推论 ;.3 AUR) 上 西 算 子 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

其 次 我 们 处 理 位 势 7。 为 此 我 们 在 [CR 中 定义 一 个 算 
子 了 如 下 

DV) = {wu E LR"), Vu LCR’)} 

和 和 对 于 EDV), Vu=V(x)ucx), 


引 理 5.4 设 VXEDL(R”)。 如果 2> M t>, 


则 对 每 一 e>0， 存 在 常数 CCe) 使 得 
IVail<ellAull+ Ce) lull, WF xE ECR9 成 立 ，。 (5.4 
这 里 上 .| 表示 RY 中 的 L 范 数 。 
证 明 如 果 EHR), MAt|EDx CECLR, 并 
且 因为 ， ?> 子 ， 我 们 亦 有 A+ jD IEL CR") 。 AM 
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Hilder 不 等 式 和 Parseval 等 式 对 1- 了 我 们 有 
lnh Eory” 
=(| d+ [ED 1E] |w CE] dE 六 


<(| (1+ |E] 2) ?dE ) (| (1+ (ELD? (a H pat)” 


SC Arl + lull). 
因为 2>2, AU 1 过 gq 二 2。 因此 由 Hausdorff M Youngi 


经 典 定型 我 们 有 lulos? lo > RBL+ Z=1, FE 


lullo Ey (| Aul + lelh. (5.5) 
E (5.5) 中 用 (ox) , p>0 代替 函数 u(x)， 并 选取 一 个 
适当 的 o 我 们 能 使 Aull 的 系数 象 我 们 所 希望 的 那样 小 。 给 
FE E> 0 我 们 选取 它 使 得 
‘\4 \LosellViloss<ellAull + C Ce) llull (5.6) 
最 后 再 用 Hölder 不 等 式 我 们 有 


Vul = | V2u2dx <(j IV| sax ) jul "dx 六 , 
因此 由 6.8) ' l 


Vu <I|V losllëlor <ElArl + ECO llel 
这 就 是 所 希望 的 。 
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定理 5.5 VOTE, VOOeVR, WR, 


b>2, M Ay- a 是 天 (RD 上 的 一 个 西 算 子 群 的 无 穷 小 生 
成 元 。 

证 明 我们 已 经 看 到 算 子 14, 是 自 伴 的 〈 引 理 5:2, 
特别 土 4 是 m- 耗 散 的 ， 因 为 了 是 实 的 ， 所 以 算 子 上 ER 
称 的 ， 从 而 4o~ 示 是 一 个 对 称 算 子 。 为 了 证 明 它 是 自 伴 的 
我 们 必须 指出 T 士 (4 一 光 ) 的 值 域 是 整个 天 CR)7。 这 由 士 (4 
~V) 是 m- 耗 散 的 事实 即 得 ， 而 后 者 又 由 士 4 的 m~ HE 
获 性 ， 估 计 

Vu] <el4oull+ CCe)ial， 对 于 #ED(40) 成 立 
和 扰动 定理 3.3.2 推 出 .因此 4- 地 是 自 伴 的 ， 并 由 Stone 定 
理 它 是 以 CR”) 上 的 一 个 西 算 子 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 


注 5.6 在 定理 5,5 中 对 V 加 上 任何 使 得 Vo ELR R 
的 的 Fo 并 不 改变 定理 的 结论 。 这 由 土 太 是 对 称 的 和 有 界 的 , 国 
wA iV V RAE RT OES al I+ (A-V -iV 
的 值 域 是 整个 L2(R") 的 事实 由 对 廿 (4 一直) 的 同样 的 事实 
和 定理 3,1,1 得 到 。 


$7.6 ”一 个 抛物 发 展 方程 


在 前 面 各 节 我 们 已 经 应 用 半 群 理论 得 到 对 于 偏 微分 算 子 
的 初 值 问题 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 结果 ， 所 有 这 些 处 理 偏 微 
分 算 子 的 应 用 是 不 依赖 于 变量 的 ， 一 旦 这 些 算 子 依赖 于 t ， 
问题 就 不 再 是 自治 的 ， 并 且 我 们 不 得 不 应 用 在 第 五 章 给 出 的 
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发 展 系统 理论 以 获得 类 似 的 结果 。 

发 展 系统 理论 的 应 用 在 技巧 上 比 半 群 理论 的 应 用 更 复 
杂 、 因 此 在 这 里 我 们 仅 限于 考虑 一 个 这 种 应 用 的 例子 ， 它 扒 
广 87。3 节 的 某 些 结果 到 非 自治 的 情形 。 

设 1<?<co 和 90 是 Re 中 具有 光滑 边界 D8 的 一 个 有 界 区 
域 。 考 虑 初 值 问题 


BA + AC DUECA, 在 Qx[0,T] 中 ， 


Dex(bz) =0， |e] <m, 在 99x[0, 丰 中 ， (0.1) 
4C0,x) = uy (X), 在 8 中， 
这 里 
A(t,x,D) = 2 a,(t,x)D*, (Ge2) 
[aj <Qm 


其 中 的 符号 是 在 7*1 节 中 引入 的 。 我 们 将 作 以 下 假设 ， 
(CH) . 算 子 4G,x,D) 对 于 10 在 82 巾 是 一 致 强 椭 园 的 ， 
即 存 在 一 个 常数 c>0 使 得 


(-1)"Re SS a, 0, Ec E)?" (6.3) 
'al=2m 


WH xe OD, 0<t<TMIECR Kir. 
(Hs) 系数 4, GORNA O<t<THEO 中 变量 x 的 光 B 
函数， 并 且 对 某 常数 cj> 0 和 0 和 6<1 满 足 


| 2, (t,x) — 0203SX) [Sc li- s| — (664) 


对 LER, O<s, <TH lej 三 2 成 立 。 
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同 强 椭 园 算 子 族 A,x, D), tE 相对 应 ， 我 们 有 
L'(2), 1<p<oo 中 的 一 族 线性 BT AM, ELOT), X 
定义 如 下 ; - 

DAO) = D= W™? (Q) YW”? (Q) 
和 
A u= Alt, x, Dt, 对 于 ED., 

如 果 ELO 和 对 每 一 0<t<T，f(i,x) EL), N 

POHE Gh DAF 


= 


| AC ‘ 
dt (6.5) 


| u (0) = 4, 


的 一 个 吉 典 解 被 定义 为 初 值 问 题 (6.1) 的 一 个 广义 解 。 回 
忆 一 下 ， 对 于 这 样 的 一 个 广义 解 ， 如 果 它 存在 ， 由 定义 
对 每 一 好 0 满足 ux) EW OMNW O, E LA) 的 


意义 下 -4 存在 且 是 在 (0,T) 上 连续 的 ， 同 时 在 (9) 中 4 本 


身 在 [0,T] 上 连续 和 满足 (6.35) 。 

本 节 主 要 结果 是 在 假设 AD 和 H) Rit, BRI 
Holder 连续 时 (6.1) 存在 唯一 的 广义 解 ， 我 们 从 下 面 的 一 
个 专门 的 引 理 开 始 。 

引 理 6.1 在 假设 A), H) 成 立时 ， 存 在 一 个 常数 
k>0 使 得 算 子 族 {40 +k} eon 满足 65 TW HR 

CPi) (Ps), 
证 明 由 上 述 所 给 算 子 4, 的 定义 即 知 对 每 一 实数 请 定 
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义 域 D(A, +kD = D(A) = DD 是 不 依赖 于 ! 的 ， 因 此 对 
ety vER BY k0, {4,0 +A} ey ri BRAD. 
因为 定理 3,1 中 《方程 (3.3)) 所 述 的 先 验 估计 中 的 常 数 

C 在 2 上 仅 依赖 于 2 m, b 和 椭 园 性 常数 ce， 所 以 我 们 有 

ehen SE C|| Ap) ullo + lello) (Ceó) 
对 每 一 xzED Rar, FHT (6.6) 通过 S。 Agmon 的 方法 
推出 

lo < OT + Aan (6.7) 
对 2E 和 满足 RekSo, A R Aka, BH RSI 
某 一 常数 。 选 取 AR, (6.7) 推出 


| ullos ar T) | CA + CAC) + KI) ) alloss 


四 
对 xE 和 满足 Re iSO 的 成立。 如 同 定理 3.5 的 证 明 中 一 
样 应 用 引 理 3.1 可 以 证 明 对 Re ASO, O<t<T, BFA + (A, 
O + 1 是 到 上 的 ， 因 此 (6。8)7 推 出 | 


Ss 


TOT+ AO + kDallos, (6.8) 


IRO; 4) + ED < r (6.9) 


i [| jz 
对 we 2(0) 和 满足 Re A<0 的 入 成立、 所 以 固定 一 个 二 
象 我 们 刚才 所 作 的 9 推出 族 {4,() + KD} et ost aE (P.). 
最 后 对 «CL*(Q)f w= (4,2) +k)! Raw EDA 
CAD + KDw — (A, (8) + Dw oo 


334 


= | Da Cat 9) ~ 4, (8,X)) D*w|| 9 9» 


<C jt- dal’ | 2 || DW || ore Cs lt~ 5] “llw lense (5010) 


<o 2m 
由 (Ge7) 和 (6。9) 得 
lw lanso SCC | A CAg (7) + AL) “Mell ggg + || (Ag Ce) + KIU os) 
<UL + kid + M) loss (6611) 
综合 (6.10) 和 (6.11) 得 


CCA, + KD) — (Ag (5) + DD) (CA, + KI) uliosa 
Co (6012) 


对 每 一 4€ C0) 成 立 。 故 族 { AO + ietor 也 满足 9。6 节 
的 条 件 CPs) 。 
由 引 理 6.1 和 定理 5.7.1 我 们 立刻 推出 我 们 的 主要 结果 。 
定理 6,2 设 族 AGX,D),0<t<T 满足 条 件 (AD 和 
(Ha). E 1G,x) EC8) 对 于 OSST H E 


(| | Ct,X) — f(s,x)| *dx ) <c k-s” (6.13) 
Q 


WHEE C>0 A O<y<l mar, WAE ul) ELO), 
发 展 方程 〈6.1) 具 有 唯一 的 广义 解 。 

证 明 我 们 首先 注意 如 果 了 满足 (6。13) ， 则 对 每 一 实 
wk, cf 亦 然 ， 由 引 理 OL 存在 >0 的 值 使 得 族 
{A,(t) + KIerosrl 满 足 3.6 节 的 假设 CP1) - (Ps)。 我 们 选取 并 
固定 这 样 一 个 〖。 

给 定 w(x) E 严 (28)， 由 定理 5.7.1 初 值 问题 
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dy 

dt 
有 唯一 的 《古典 ) 解 v ， 一 个 简单 计算 表明 函数 =e*y 是 
初 值 问题 


4 +A,(Qu=f, u(0) =u : (615) 


+ (A,(t) + kD)v=e-" f, vO) = uy (6414) 


的 一 个 解 ， 因 此 (由 定义 ) 它 是 初 值 问题 〈6。1) 的 一 个 广义 
fF 

和 由 (Coel4) 解 ?的 唯一 性 和 2 是 (6.15) 的 一 个 解 OAL 
仅 当 v=e-*w 是 《6 14) 的 一 个 解 的 事实 知 这 广义 解 是 唯一 


o 


注 63 能 够 证 明 如 果 8 的 边界 DAL GERE 系数 
q(tsx) 及 f(t,x) 足 够 光滑 ， 则 C6。1) 的 广义 解 是 这 个 初 值 A 
题 的 一 个 古典 解 ， 例 如 ， 如 果 所 有 数据 是 C" 的 ， 即 边界 


VLR CR, AK 2, xy F Fx) BF C”([0,T]x8)， 
a Ru ACOTIR) F. 
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第 八 章 ”对 非 线 性 偏 微 分 方程 
的 应 用 


§8.1 一 个 非 线 性 Scht odinger 方 程 


在 本 节 我 们 考虑 6.1 节 的 结果 对 R 中 的 以 下 非 线性 
Schr6dinger 方 程 的 初 值 问题 的 一 个 简单 应 用 
| i Du Aut k |u| 2u=0, 7ECO,co) x Rh 
:7 Ot 


| . (1.1) 
u(x,0) =u), ER, 


这 里 u 是 一 个 复 值 函 数 和 上 是 一 个 实 常数 。 我 们 将 在 (RD 
中 研究 这 个 问题 。 定 义 一 个 线性 算 子 4 如 下 : DCA) =H 
(ROM Agu = — iAu 对 uEDCA,), PF) A AL) 能 重 新 
写 为 


| du 4 Aut Fu) =0, i>0, 
dt (1.2) 
u(0) = Uy ， 


这 里 Flu) =k [u Pu, 

由 推论 7.5。3 算 子 -~ 4 EVR) 上 的 一 个 Co BAT 群 
SQ), -—oo<t<co 的 无 穷 小 生成 元 、Fourier 变换 的 一 个 
简单 应 用 给 出 以 下 S50) 的 确切 公式 : 
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(SW CX) =t ac ae: Buod. (1.3) 


L011 


而 且 我 们 有 
引 理 1.1 设 SM, 120 是 由 (1.3) 给 定 的 FR, A 


果 2<b<o 和 广 + 寺 = 则 SD 能 用 唯一 的 方法 延 拓 为 映 


(RD) 到 LC(R?) 内 的 一 个 算 子 和 . 
|S CE) ppp Amt) = 2 fullos . (1.4) 
证 明 因为 SG BR 上 一 个 西 算 子 ， 所 以 我 们 有 
|S Ct) ull = lelo 对 于 EI2(RD 成 立 、 另 一 方面 由 《1.3) 
显然 SG): LICR?) ->L”(R?) 和 对 >00, |S Calo (Ant)! 
luil. Riesz 同性 定理 推出 在 这 种 情形 SO 能 唯一 地 延 拓 
为 一 个 映 L'CR?) 到 LCR) 内 的 一 个 算 子 和 dD RE 
乱 了 证 明 对 每 一 mEB2(CRD 初 值 问题 《1,2) 存在 一 个 
局 部 解 ， 我 们 将 利用 定理 6.1.7 和 它 后 面 的 注 记 ,为 此 我 M 
首先 注意 算 子 A, EVR) 中 的 图 象 范 数 ， 即 范 数 lait = 
lulio + loulo UE DCA), SOF A? CR) Fay ER |" lase 
因此 DC40) 赋 予 图 象 范 数 是 空间 HR., KR BATE 所 
需要 的 非 线 性 算 子 F 的 性 质 。 
引 理 1.2” 非 线性 映 象 FCw) = ik |u] Pu ae ER) 到 其 自 
SHAM u, ERRE 
IE C0 2,2 SC fuls ll llzs2 (1.5) 
WP Cu) — FV) ll2,2< Ca + lvli u- Vilage e6) 
证 明 出 及 中 的 Soboley 定理 〈 见 定理 7.4.7) A 
H2(R2) CL“ (CR 和 存在 常数 C 使 得 
338 


jutg SClu 对 于 ERRIRE, (1.7) 
用 DD 表示 任何 一 阶 微分 算 子 ， 对 每 一 we RRNA 
IDEC lui 2a) [SC [uj 2 [Du] + lul (Dula, 


因此 

| iu Puljana SCC ul ôs llull2s2 + [|X] sce ll@litea) e (1.8) 
由 Gagliardo—Nirenberg 不等式 我 们 有 

|e eC lela ye lc (1.9) 


HARA G. 和 a.D 我 们 得 到 (1.5) 。 

不 等 式 1.60) 利用 对 于 乘积 的 导数 的 Leibnitz 公式 以 
及 估计 G.D 和 (1。9) 类 似 可 得 。 

用 了 表示 DAORT 4 的 图 象 范 数 的 空间 。 由 引 理 
1.2, F: YoY 和 它 在 Y 中 是 局 部 Lipschitz 连续 的 ， 因 此 
定理 上 1,7 后 画 的 注 记 推出 

引 理 1.3 ”对 每 一 ww ER2(R'’)， 存 在 初 值 闯 题 ,2) 的 
唯一 的 解 x ， 定 义 在 1€L0，T%sx)〉 上 使 得 

uE C’ (LOT,); LERDO, T no) R, 
同时 或 者 Tu= co， 或 者 了 工 。<<2 和 ,im uO) ,2 = oo。 


man 


由 引 理 1.3， 初 值 问题 (i .2) 有 唯一 的 局 部 解 , 为 了 证 明 
这 个 局 部 解 是 全 局 解 ， 由 引 理 1.3 只 须 证 明 对 每 一 T 盖 0， 如 
Siu HE (162) 在 [0.T) 上 的 解 ， 划 Iua) le SCT 对 于 
0<+<7T 和 某 一 常数 C(T) 成 立 。 在 我 们 的 情 形 ， 至 少 当 
《之 0 时 这 是 事实 ， 证 明 如 下 。 

引 理 1.4 设 WE 下 (RD2 和 24 是 初 值 问题 (1.2) 在 [5017 
上 的 解 。 如 果 k>, W uO la ECD 上 是 有 界 的 。 

证 明 ”我 们 首先 指出 lz 人 (bl 在 [0,T) 上 是 有 界 的 。 为 
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KRENN u 乘 以 方程 


1 2i- Aut k |u| 22= 0 (1.10) 
1 


并 在 Re 上 积分 ,然后 取 庶 部 得 到 -ll 多 =0。 因 此 


lO loz Molo 对 于 OST. (1.11) 


soK OLED, C10 , ER 上 积分 并 考虑 所 得 得 结 


果 的 实 部 ， 这 得 到 
1 f [Vect] edx $, | \u(t,x)| “dx 


pe 


= 二 f {vus C2)| 2dx+ & | lu, Cx) “dx, (1.12) 
r 4 r? 


Abt, EF k>0, MA leli E,D 上 是 有 界 的 。 
为 了 证 明 uC) Hage 10,7) 上 是 有 界 的， 我 们 首先 注意 

由 Sobolev 定理 得 (RC ICR 对 于 办 > 2 成 立 和 

人 es 人 WF ve ACR?) Ry, (1.13) 
因此 如 果 “* 是 (1.2) 在 [0,T) 上 的 解 ， 由 lle lh [0,T) 
上 的 有 界 性 和 (1.13) 得 

eC) lo SC, WF p> 2, O<t<TRy, (1.14) 
AA uE (1.2) 的 解 ， 所 以 它 也 是 积分 方程 


US | SA- dF) ds 1.15) 
0 
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的 解 。 用 DD 表示 任何 一 阶 导数 我 们 有 


t 
Dui) = SG) Dug ~ | S(t— s)DF (u(s)) ds, (1616) 
9 


现在 我 们 固定 p>2 和 设 4= -| ，" = 所。 于 是 利用 引 
理 1.1，(1.16) 及 Holder 不 等 式 我 们 得 到 
|| DUC2) lio < ISC Dug ilos + C fc- 591-2; 
|] ws] 2 [Dus] osds 


<Clliglaye + C | E- 91au ord Du lods 
0 


i 
<C |juollzs2 + C | (t— 8)1i-27ds SC), 
0 


这 里 C 表示 一 般 的 常数 ， 并 在 最 后 的 不 等 式 中 用 到 这 样 
的 事实 : r> 2, Ae (1-14) lels) llors 和 |iDats) lio» 
<Clu(s)|lie<C, MK O la SC 和 因为 由 Sobolev 定理 
WYRY CL* (ROH F 9>2 成 立 所 以 uO lo SC 对 于 
SiT 成立。 
最 后 ， 因 为 SGD) 在 Z2(CR2) 上 是 等 距 的 ， 所 以 由 (1。15) 得 


t 
Nac faye < {SCD ey Ilan + | ISG = s)FCuCs)) llogads 
0 


1 


< luges + C | 2208) sles) ards 
0 


由 Gronwall 不 等 式 这 就 推出 [eC lle 在 [0,T) 上 的 有 界 
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性 。 这 正如 所 期 望 的 。 
综合 引 理 1.3 和 引 理 1.4 就 得 到 我 们 的 主要 结果 ， 
”定理 1.5 R nE, WR KS, MAAS 


| 


t 0" _ Auk ju] 2 = 0 
i ot (1.17) 


u(O,X) = u(x) 


有 唯一 的 全 局 解 ew ECO, o); HIR) ICO, 00); LICR). 
最 后 我 们 作 一 些 评注 。 首 先 我 们 注意 由 引 理 1.3,(1.17) 的 
局 部 解 取消 限制 £ 宇 0 也 存在 .实际 上 我 们 也 能 对 满 对 lolli 
足 <2 的 £<0 得 到 全 局 解 的 存在 ， 因 为 这 个 条 件 连 同 (1.12) 
和 《1.9) 一 起 推出 !u(t) 由,z 在 [0,T) 上 是 有 界 的 ,并 且 如 引 理 
1.4 的 证 明 一 样 ， 这 推出 eE l 的 有 界 性 。 

又 不 难 证 明 初 值 问题 (1 .2) 对 于 由 F(z) =k ul Pte E 
义 的 更 一 般 的 F(w) 有 局 部 解 ， 其 中 之 1。 而 且 能 够 证 明 对 
k>0 IR pel, BA FO) =k of ?-14 的 《1.2》 的 解 实际 
上 是 全 局 解 。 


$8.2 一 个 R 中 的 非 线性 热 方程 


考虑 以 下 初 值 问题 


oe u(t,0) = 1Z(t,1), £20, 


Ou 
-Sr 


Oru 
= x+ fm), 0<x<l, t>0, 


-(2e1) 


u(0,x) = ux). 
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这 个 问题 指 述 了 长 度 为 1 的 环 中 其 温度 ROME OR ye * 
热流 。 在 本 节 我 们 将 在 适当 的 假设 下 证 明 这 个 初 值 问题 存 

在 局 部 和 全 局 的 古典 解 ， 并 研究 当 .i->co 时 全 局 解 的 渐 近 性 

XR 


x 
wo 


首先 我 们 引入 一 个 方便 的 抽象 框架 。 设 入 = CE0,1]) 是 
所 有 周期 为 工 的 连续 实 值 的 周期 函数 明 有 上 上 确 界 范 数 u] = 
max luCx)| 的 空间 ， 因 此 和 由 [0.1] 上 满足 2z0) =w(1) 的 连 


续 函 数 所 组 成 ， 设 4 是 X 中 如 下 定义 的 线性 算 子 ，D(4) = 
(ur wu, a EX}, RE Mo" 分 别 是 4 的 一 阶 和 二 阶 导 
数 和 对 EDA), Au=u", 

引 理 2,1 ”上面 定 义 的 算 子 4 是 和 上 的 一 个 紧 解析 半 
群 的 无 穷 小 生成 元 ， 

证 明 。 ”因为 4 的 定义 域 包含 所 有 三 角 多 项 式 E A 
期 1》， 所 以 由 Weierstrass 至近 定理 它 在 X HH 密 。 设 
gEX 和 和》= pe'， 其 中 0>0 和 -本 <0< 玫 。 考 虑 边 值 问 是 


Mu ul =g 
{ (2.2) 
uC0) =u(1),u/ (0) =u’ C1), 


直接 计算 表明 这 个 问题 有 解 x 如 下 ， 


u(x) = 1 [f coshh( x-y- t Jedy 
: a 0 ` 
2h sinh- 


+f cosh i x— yt t Jea dy ] (2.3) 
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并 且 这 个 解 是 唯一 的 。 记 Re 和 =k&=p cos 06> 0， 利 用 初等 不 
等 式 


ah hte: | 1 
sinh 7 | >sinh a cosht, ( x-yt 5) | 


<cosh u ( x y+ 二 ) 


2 
我 们 得 到 
lucx) | <l cosh ( x-y- 5 \dy 
2 |r! sinh 5 ° 
' 1 

+f cosphp( x yt -7 Ja] 

= lal (2.4) 
cosé |à] 2 ° 


EREHE J < 元 我 们 得 
p(A) 200) = {ht fargi] <200) 


和 
IRO; AIS (cos 0 MOT 对 于 M E2309) 成立。 
由 定理 2。5。2，4 是 一 个 解析 半 群 了 (t，i>0 的 无 穷 小 生成 
元 。 
因为 TCD 是 解析 的 ， 所 以 对 > 它 依 一 致 算 子 拓扑 是 
连续 的 。 这 对 于 解析 半 群 是 不 等 式 
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|T(t+h) — TG) ||<Al|AT E) | <Sn (2.5) 


H> 0 和 7 之 0 成 立 的 一 个 直接 推论 * 而 且 因 为 对 AEZ(bo)， 
RQ; 4) 映 X 到 D(A) 使 得 X 中 的 有 界 集 被 映 为 DC4) 中 的 有 界 
集 ， 并 使 得 它们 的 一 阶 导数 亦 是 一 致 有 界 的 ， 于 是 Arzela 一 
Ascoii 定理 推出 RCON，4) 是 一 个 紧 算 子 ， 由 定理 2.3。2 立 刻 推 
出 TO, t>=0 是 一 个 紧 半 群 ， 证 毕 。 

现在 由 引 理 2.1 以 及 定理 6s2.T 和 6,2。2 我 们 有 

定理 ?.2 ”对 每 一 连续 的 实 值 函数 了 和 每 一 ww EX ， 存 
在 如 >0 使 得 初 值 问题 (2.1) 在 [0.0) 上 有 唯一 的 mild 解 
u(t,X) ,并且 或 者 名 =co, 或 者 如 <oo) 岗 lim suplu, || = co 

1g 


如 果 我 们 进一步 假设 了 是 Hilder 连续 的 ， 则 由 定理 2。2 
给 出 的 mild 解 是 一 个 古典 解 ， 在 这 种 情形 我 们 有 : 

定理 2.3 如果 f 是 一 个 Holder 连续 的 实 值 函 数 ， 则 
对 每 一 (x) EX， 存 在 如 >0 使 得 初 值 问题 2.1) 在 ,50,i0) 
上 有 了 唯一 的 古典 解 u(t,x)， 并 且 或 者 如 = 00, RH ty<co, 
Wj lim sup lliCt,x) = co 

ety 


证 明 由 定理 2.2 知 初 值 问题 (2.1) 有 唯一 的 mild fev, 
由 定义 。 它 在 [0,t0》 x [0,13 上 是 连续 的 ， 因 此 t-fud,x)) 
在 和 中 是 连续 的 ， 由 定理 4.3.1 知 u(t,x) Holder 连续 的 。 
AA HRA, 了 是 Holder 连续 的 ， 所 以 Io fuG,x)) 
在 [0, to) 上 是 Hilder 连续 的 ， 于 是 由 推论 4.3.3 推 出 4 是 初 
值 问题 的 一 个 古典 解 。 证 毕 。 

现在 我 们 转 到 初 值 问 题 2.1) 的 全 局 解 的 研 究 ， 并 首 
先 注意 定理 2.3 的 条 件 不 能 推出 〈2。1)》 的 一 个 全 局 解 的 存 
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E.o BEL, AMER )=" M usl, FAA 出 在 
这 种 情形 (2.1) 的 唯一 解 是 ux) = (1 一 人 站"1， 当 t=1 时 , 它 
ATES. 

5182.4 设 /是 连续 的 和 是 《〈2.1) 在 [0,ce) 上 的 一 
个 有 界 的 mild 解 ， 则 集 {x(bx): t>0}7E X 中 是 预 紧 的 。 

证 明 设 对 :有 0， 必 人 1 入 。 了 的 连续 性 推出 对 某 一 
常数 NIUS. 设 TO, t20 是 由 A RAER, 
并 日 回忆 一 下 ， 由 引 理 2,1,， TO) 对 i>0 是 紧 的 。 设 
O<e<l, t>e, Ht 

u(t) =T lejut- €) + [ut -Teua E) 
=u(t) +.) 

R (0 (0: SIE X 中 是 预 紧 的 ， 因 为 [u(t 91212A 
SW TORR. X 


wols] f TO- sy f(uts))ds | 


<{ Ta- SUO ds <eMN, 


这 里 M =sup {|T OSt<1}, A (10: tel Ree 
界 的 ， 即 预 紧 的 。 因 为 作为 区 间 [0,1] 的 连续 像 ， {z(D): 
0Si<1} 是 紧 的 ， 所 以 结果 成 立 。 

512.5 ie f Holder 连续 。 如 果 对 某 一 wo CX, We 
问题 (2.1) 有 一 个 有 界 的 全 局 解 4(i,x)， 则 存在 序列 如 ce 
使 得 


lim (ti,X) = P(x), (2.6) 
towne 
这 里 plx) 是 边界 值 问题 
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( P" +I) =0, 


i (2.7) 
\ 0) ="), AOT AEN 
的 一 个 解 。 
证 明 用 RUDE 
Ou ~ OW 4 fq) (2.8) 


Dt Ox 
并 关于 x 和 上 积分 得 


f JR eaf Be el -frea 


1 2 1 ， 
Ou - 
<| | dx JF (uC0,x))dx, (2.9) 


这 里 Fo =| f(rydr。 因 为 对 荣 一 常数 K, | uctwo] <K, 
0 . 
所 以 我 们 从 2-0 推出 


fJ 


因此 存在 序列 -co 使 得 lin DEO =0, ase HLO] E, 


2 
dxdi <0, 


Ra ->0 在 I? (0,1) 中 。 由 引 理 2.4 对 于 去 的 一 
个 子 序列 ， 我 们 用 二 表示 ， 有 lim wx) =9(X) 对 于 
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0 到 x 私 1 一 致 成 立 , 因 此 lim F (uli, *)) = FOO) RFX EL0,1] 


一 致 成 立 。 在 方程 (2.8) 中 在 L2(0,1) 的 意义 下 通过 序列 # 取 
Riktco, HERA 4z=w 作为 二 (0,1) 中 的 一 个 算 子 的 
闲人 性 我 们 得 到 oC) + 了 CDCx)) =0 在 到 (0,1) 中 成 立 ， 而 且 
OX) 满足 周期 人 性 条 件 ， 因 为 uao ee. 

推论 2。6 WRG 是 Holder 连续 的 和 对 所 有 sR IG) 
+0, WHAM CD 不 存在 有 界 的 全 局 解 。 

证 明 ”如果 f(s) 志 0， 则 边界 值 问 题 〈2。7) 没有 解 、 事 
实 上 上 ， 在 [0,1] 上 积分 方程 o +i) = 0 得 


I 
g’ (1) -p ©) -| f(p(s))ds=0 
0 


因此 边界 条 件 不 能 被 满足 。 从 而 由 引 理 2.5， CD 不 存在 
有 界 的 解 。 

我 们 用 以 下 结果 来 结束 我 们 的 讨论 。 

定理 2.7 如 果 f 是 Holder 连续 的 和 对 所 有 s+0,sf(s) 
<0， 见 初 值 问题 CDE REST, MEH toki, 
(1.1) HRS RETF. 

证 明 ” 解 的 有 界 性 ， 甚 至 更 强 的 估计 ， 


max |u(t,x)| Smax |u(s,x)| 对 于 ts 成 立 (2.10) 
Oxi] Qarsi 


是 最 大 原理 的 直接 推论 。 因 此 初 什 问题 (2.1〉 的 所 有 解 是 
BRN, WASH 2.5, 我 们 知道 对 某 序 Bt, 
UX) >P, XE 9(X%) 是 边界 值 问题 (2,7) 的 一 个 解 。 但 
这 个 边界 值 问题 仅 有 的 解 是 9 三 0， 因 为 用 9 RU p +f) 
= 0， 在 [0.1] 上 积分 得 到 
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1 
| lo'|2dx<0, 
0 


从 而 推出 eo’ =0, Be p=const, Rit f(s) =0 仅 有 的 解 是 
s=0, Alt 9 三 0。 从 而 我 们 有 
limu (t,,x) = 0。 (2.11) 


won 


-组合 (2.10) 和 (2.11) 当 too 时 得 到 17x) ->0, 


$8.5 一 个 R: 中 的 半 线 性 发 展 方程 


设 Q 是 R 中 具有 光滑 边界 02 的 一 个 有 界 区 域 。 考 虑 
以 下 非 线 性 初 值 问题 


| 0" At E u 04, 在 (0,T]Jx G 中 ， 


| ot it 

(3.1) 
| Ctx) =0, 在 [0,T]x 28 上 ， 

| u(Oyx) = uy (X)s 在 Q th, 


我 们 将 应 用 86。3 节 的 结果 以 获得 初 值 问题 (3.1) ELO 
的 一 个 强 解 。 

在 本 节 我 们 用 ( ) MAR L2(8) 中 的 内 积 和 范 数 ， 
象 在 87。2 节 中 一 样 我 们 定义 算 子 4 如 下 : 

D(A) = H?(Q)( 1H} (Q),Au=- Au 对 于 EDM). (3.2) 
BRAT 4 是 对 称 的 ， 因 为 ~ 4 是 2(8) 上 一 个 C4 半 群 的 
无 穷 小 生成 元 〈 如 见 定理 7.2。5) ， 所 以 4 是 自 伴 的 ， 而 且 
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由 定理 7。2.7 知 ~ 4 是 LCQ) 上 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 
元 。 因 此 我 们 能 用 $2o5 节 的 结果 定义 4 的 分 数 突 , 特 别人 地 ,对 
某 6 二 0 我 们 有 
(Anu) = CA u, A uy =A Cull? = yalla, (3。3) 
这 里 Vu 是 4 的 梯度 和 不 等 式 是 Poincare 不 等 式 的 一 个 推 
论 。4 的 定义 域 由 Hilder 连续 函数 组 成 ， 这 由 Sobolev He 
入 定理 推出 或 者 直接 证 明 如 下 、 
引 理 3.1 D(4) 由 其 有 指数 了 的 Holder 连续 函数 组 成， 
且 存 在 常数 C 使 得 
laC%1) ~ ulxa))| SC| Ax! e Ix1— Xg] 172 
对 于 4E DCA) RY, (3.4) 
这 里 x, CR? 和 |xi 一 Xs| 表示 x1 和 x, 间 的 Euclid 距离 。 
证 明 对 %EC?(C0) 我 们 有 经 典 的 等 式 


G(x) = 


C| APD dy, (3.5) 
x=- 
由 (3.5) 和 Cauchy—Schwartz 不 等 式 我 们 得 到 


| Xx1) = p (x2)| cef Ap (y) Gar meg) 


<e f aotan | (RE 人 


1 1 2 
K kizu Pesa ) <C a= 
这 里 C 是 一 个 依赖 于 2 的 常数 。 因 此 
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PD — (Xz) j 委 Cl4ol IX1 ~ x2] 172, (3.6) 
用 序列 mm CCP COE ROMEO RE EDA), HR 
BREGO, BIRER.. HOCE O, 
对 于 4 的 定义 域 中 的 函数 x 我 们 需要 以 下 估计 。 
513.2 存在 一 个 常数 C 使 得 
lu iis SCA lels IF we DCA) mar. (3.7) 
证 明 KERNERNE .1.2, we D(A EEC A) 
中 。 因 为 假设 09 是 光滑 的 ， 亦 知 e OPENS, Wu=, 
G.D 是 平凡 的 。 设 leio== 工 >0， 由 引 理 3.1 我 们 有 
| u(x) 一 ECxo)| SK| xl 一 xz| 172 
这 里 天 =Cl4ull。 不 失 一 般 性 ， 我 们 设 |w(0)|] =L Ae Bee 
以 0 为 申 心 举 径 为 R= CL/K)? 的 开 球 。 在 这 个 球 中 我 们 有 
(xc > uO — e —uCO0)| SL—K |x| 12 


L , 
>L-~Ky- =0 (3.8) 
因为 u 在 02 上 为 零 ， 我 们 由 G. 推出 Bi:CQ 和 对 xE B, 
od)! SL- K [xl Ia。 (3.9) 

现在 ` ' 


Ip>f |u (| "dx>| (L- K (x) dx 
Bp Bp 


1 
=4r PR | (1 ~ 1 2) 2nd =CL?R3 = CLiK-*, 
0 
由 此 即 得 (3.7) 。 
引 理 3.3 对 于 ?> 了 存在 仅 依赖 于 ”和 9 的 常数 C 
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使 得 
lelos SClAul, AF uEDCA) kere, (3.10) 
证 明 设 3/4<y<i. MRw=Ay, M (3。10) 等 价 于 
(Awl SC iwi, A THI [Awl 我 们 利用 由 $2.6 节 
的 公式 (6.4) 所 给 的 47? 的 定义 ， 因 此 


Awe sinr f t~ (I+ A) -iwdt, (3.11) 
T Jo 
Hy 8.3) AAHS- 和 对 每 一 4>0 
CH + A wl (t+ 6) wl 3.17) 
又 因为 -4 在 Z2(9) 中 是 耗 散 的 ， 我 们 有 
| ACI +A- wi} <I lw! (3.13) 


和 因为 C1+A) we D(A), 53.27 
C+ AIwht, SCAG + Aw ICG Awl, (214) 
联合 3.11), (8.12), (6.13) 和 (3.14) 得 


JAW gga < | O+ |w le, (3.15) 
0 
对 3/4<v<i1, E (3.15》 中 的 积分 收 2, HE 我 们 有 
[Awl Clw. AF ?之 1， 结 果 由 对 于 3/4<7<1 WE 
果 遂 过 估计 |4- 趾 <6-! 每 到 。 
现在 我 们 转 到 (3.1) 的 非 线性 项 ， 并 从 以 下 引 理 开始 。 
引 理 3.4 设 


3 
fr = > uO (3.16) 


WR P> Z 和 wEDC4)， 则 f(tD 有 定义 和 
[FD JCI Aru] Au, (3.17) 
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如 果 uy vEDCA), N 
[Fay = FOSCA arm- Ay] 
+ 4v] | Aa Ævi) (3.18) 
证 明 因为 DOCHA, Mh Sobolev 定理 ( 定 
7.1.2) , EL”). AJE IWO ELR, AmI 有 定 
义 。 此 外 ， 由 引 理 3。3 我 们 有 
Fu |S lulose | Vu ll SC |] Aree] | Weel] = Cl Aul || Aten), 
又 
上 Fe — FOV) |] S| |u|] py col] Vi Cu = V) |] + ie~ viool Vi 
SC (|| Au || jA u= A w|] + A 2v], || Au AY]. 


由 (3-17), mea Í 能 连续 延 拓 到 OAD, +E (3,17) 
和 3.18) 对 每 一 ww 7ED(47) 成 立 ， 因 此 定理 6.3.1 的 条 
件 成 立 ， 并 且 我 们 有 

定理 3.5 初 值 问 题 Gl) 对 每 一 u EDNA REKI 
局 部 强 解 ， 其 中 ?二 3/4. 

我 们 注意 由 $6.3 节 的 结果 用 上 述 同 样 的 方法 可 知 如 有 果 对 
某 一 0<f<l, 

IEE ~ fA SC ț ti tal f, 

则 初 值 问题 


/ 3 
| Bt = Aut a 9+), 在 (0,T]x9 中 ， 


| ux) =0, 在 [0,T] x Oath, 


(3219) 

u(0,x) = Uo(X), 在 名 中 
对 每 一 初 值 (x) ED(C427 有 唯一 的 局 部 强 解 ， 其 中 y> 3/4, ; 
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$8.4 一 个 一 般 类 型 的 半 线 性 初 值 问题 


本 节 考 虑 一 个 一 般 类 型 的 半 线 性 初 值 问题 。 这 推广 了 前 
面 两 节 中 所 考虑 揭 俩 子 ， 所 采用 的 主要 工具 是 定理 6.3.1. 
为 了 应 用 它 我 们 必须 用 到 无 界线 性 算 子 的 分 数 寡 ， 因 此 我 们 
从 有 关 分 数 蜂 的 一 些 结果 开始 。 

回忆 一 下 ， 如 果 一 4 是 Banach 空间 中 一 个 解析 半 群 
WS FCS DE RIL A CPA, MARIES. Hh Ar yE, 
我 们 可 以 定义 AMR, WF 0<a 去 1，A" 是 一 个 财 线 
ERT, REM OA) ODA EXPE, RMA XR 
m DAIRY 4 的 图 象 范 数 所 得 到 的 Banach 空间 。 因 为 
0Ep《4)， 所 以 A? 是 可 道 的 和 Xa 的 范 数 | .中 BHF | Awl), 
EDCA., 又 对 0<a < 和 1，Xo2Xp， 并 且 嵌 入 是 连续 的 。 

设 OCR 是 一 个 具有 光 消 边界 08 的 有 界 区 域 ， 设 


ADE 2 aD (4.1) 
1a, om 


是 QUIS BMBAT, HROS RH SM 
$87.1 和 7.2 节 。 对 L<p<oo,, 我 们 有 在 LO 中 同 4 (x,D) 
相应 的 算 子 A, 如下， 

D(A,) = W"?(Q) VW (2) (442) 
和 | . 
Aus ACx,D)u, HF uEDA,). 4.3) 
我 们 在 87。3 节 已 经 看 到 〈 定 理 7.3.5) - 4, LQ) 上 一 个 
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解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 对 4(x,D)， 因 此 对 4,， 加 上 一 
个 单位 算 子 的 正 数 们 我 们 得 到 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 
一 《4,+ 妇 )， 它 是 可 道 的 ， ke 
了 。 因 此 直接 假设 A KERRY, BER? KN 
以 下 先 验 估计 
ims 入 COAyelloss+ | Mass WF #EDCA,) ae. 
因为 我 们 现在 假设 A, 在 LORETA, ARROW 某 常数 
CHC, © ulos Arlon 因此 我 们 有 
Jullens SCl Aulo XE uE DADE. (4.4) 
在 叙述 算 子 4 向 分 数 寡 的 一 些 性 质 之 前 ， 我 们 首先 回 
#44 Gagtliardo 一 Nirenberg 不 等 式 。 
3984.1 it a R 中 具有 C" 类 边界 Of HA KE 
he, weWh YQ) IL (2), AE Isr, gxoo, WAE 意 整 
Hj, OS) <m 和 任意 1/mSO<1 我 们 有 
| Dilla Call’,, eil (4.5) 


5 
toa +04 -")+a-H2 (4.6) 
p n q 


Ai m—j—n/r 不 是 一 个 非 负 整数 。 如 果 m=j—n/r 是 一 个 非 
负 整 数 ， 则 (4.5) 对 6=71/m 成 立 。 

以 下 引 理 是 我 们 的 主要 工具 。 

引 理 4.2 设 1<p<co，4, 是 上 面 定 义 的 算 子 。 则 对 
任何 多 重 指标 6， B) =j<2m 和 任何 j/2m<ca <1 我 们 有 

1 Pad 和 Cllzlo ， 对 于 wED(4,) 成 立 。 (4.7) 

证 明 命 B=D3。 因 为 |8| <2z， 所 以 显然 DCB) 二 DC4) 
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由 前 述 引 理 我 们 有 

Dullo, < Cllal ga tee! gay 2" (4.8) 
(4.8) 的 配 极 变换 连同 估计 (4.4) 一 起 推出 

|| Deu) pps C071] Aptarti ulo) 4.9) 


5 p>0 和 &xED(4) 成 立 。 现 在 由 定理 2.6.12 得 D(B)>D 
(AD SF i/im<aci 成 立 ， 即 BAS 对 4 的 这 些 值 是 有 界 
的 。 证 毕 。 
定理 4.3 设 8CR" 是 具有 光 浓 边界 08 的 一 个 有 界 区 
ik. eA, 如 上 ， 如 果 O<e<1, My 


XCW, WHF- omens, 4 之 加 (4.10) 


X cC) 对 于 0<v<2me -也 ， | (4.11) 
HARABEAN, | 
证 明 ”如果 7 二 2ma， 虽 由 引 理 4,2 即 得 XCWi?(8) 和 
嵌入 是 连续 的 。 当 一 = <j- yit, 由 定理 7.1.1,J7”(O) 
连续 嵌入 到 丈 ”(9) 中 和 《〈4.10) 成 立 ， 由 Sobolev CE 
理 7.1.2) WC0) 对 0<v<j- 了 连 BRA BC CQ) HM 


(4.10) 成 立 。 
我 们 顺便 注意 前 一 节 的 引 理 3。 3 是 定理 3.3 的 一 个 特殊 情 
形 ， 因 为 它 是 (4.10) 取 k=0, gq=co,， n=3, p=2 Ml m=1 
的 一 个 推论 。 
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现在 我 们 转 到 定理 6.3.1 的 应 用 ， 但 不 叙述 和 证 明 一 个 
很 一 般 的 结果 。 我 们 只 限于 对 p=2 OR 中 的 一 个 二 阶 算 子 
的 简单 例子 ， 这 已 经 包含 了 一 般 情形 的 许多 重要 因素 ， 浴 后 
在 本 节 末 尾 将 评注 (没有 证 明 ) 更 一 般 的 结果 。 

定理 4.4 设 8 是 Rs 中 具有 光滑 边界 98 的 一 个 有 界 区 
域 。 设 4(x,D) 是 如 下 给 出 的 强 狂 园 算 子 


__y 2 
A(%,D) = = Ox. arg (X) 


Ò 
Ox, 
这 里 Qi, (x) =4,, OBEN AE Q 中 是 连续 可 微 的 ， 设 
f(t,x,z,p) 对 于 PER 是 所 有 自 变 量 的 局 部 Lipschitz 连 续 函 
数 。 进 一 步 假 设 存在 一 个 连续 函数 Gr: RXR->R+ 和 一 个 
家 常数 上 之 7 之 3 使 得 


if Ct,x,u,p)| <eCZ, lal (1+ jo (4.12) 
if Ct,x,u,p) 一 TbX UL,GD)| 
<pt, jul (1+ pla lad D ib al (4.13) 
|f x,u, D) 一 fC,x,”,D)| 
<plt, [uf + [y+ PD le. (4.14) 
则 对 每 一 we €H?(Q2)( Ae), PHA 


Or A(x,D)ut f (t,x, u, 8raduD， 在 2 中 


ot 

| uao =0, EDLE, (4.15) 
u(0,x) = u(x), 在 2 中 

在 CC9) 中 有 唯一 的 局 部 强 解 。 


357 


证 明 ”我们 回忆 一 下 ， 对 于 强 椭 园 算 子 AGD) 我 们 有 
一 个 相应 的 17(8) 中 的 算 子 4 为 DA) = PP(2) 站 BFICD) 
和 Au =A(x,D)u 对 于 WED(4) 。 由 定理 7.3.6 知 -4 是 
12C9) 中 的 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 毕 成 元 ， 由 强 椭 园 亿 和 
Poincaré 不 等 式 即 知 A 是 可 道 的 ， 从 定理 4.3 如 果 o> 3， 


则 ELO, HELAL ->in fe | MXEW). 


此 对 于 max(=, : r5 ) <a <IRE 


XC WPI CDN CO., (416) 
为 了 应 用 定理 6.3.1 我 们 必须 证 明 映 象 
CD (x) = f, x, u(x), VEX)), LEQ (4.17) 


在 Rtx X, 上 是 有 定义 的 满足 局 部 的 Holder 条 件 。 由 (4.12) 
Al (4.16) 对 每 一 VEX, 我 们 有 

LPC u) llas 20C, lu llos») (M2 + ll" ,07) (4.18) 
这 里 M 是 8 的 测度 。 因 此 F 在 R*xX, 上 是 有 定义 的 ， 为 
证 明了 满足 局 部 Holder 条 件 我 们 注意 


|F u) -F4 Is fC,X,u, Vvu) 一 -Tb XW, VU) ?dx 


:| f, x,u, VY) — ft,X, ,VV) [dx (4.19) 


现在 分 别 估计 (4.19) 右边 的 每 一 项 。 由 (4.13) 和 (4.15) 
我 们 有 


| [F G, x,u, VU) ~ f(t, x,u, VY)| 2dx 
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SC p(t, ullo)? C+ [Au] 2+ [V7] 27?) Vu- v)| ?dx 


SC opt, uo (M + | Wu lids? + | VERS IV Ce = YD) Gay 
SLC lell Ile rr LC flag || Vlad llu- 712, 

Xl, 表示 X。 中 的 范 数 和 工 是 一 个 依赖 于 lila 和 |P. a 
的 常数 。 为 了 得 到 第 二 个 不 等 式 我 们 利用 Hölder KER, 
最 后 的 不 等 式 是 X。 在 WP? PERRA., X 
对 于 第 二 项 由 (4.14) 和 (4.10 我 们 有 


f f, x,u, VY) 一 (xyVDD)1 2dx 
2 i 


<CHCL,| lho + iPod w= dx 


SCPG lulos + irlo D ie- vl, CL + Ili, 

<LOlulo, Pa le — vile 
因此 

[EGD — PCY) llos SLC lela NY?!) ls ~ Vilas 《4.20) 
并 且 〈4.15) 的 强 局 部 解 的 存在 性 是 定理 "3.1 的 一 个 直 接 

在 继续 讨论 之 前 我 们 注意 定理 3,5 是 定理 4。4 的 一 个 特殊 
BE. A-A 显然 是 强 椭 园 的 和 iu, Vu) = uv,Vu 当然 满 
足 定 理 4,4 的 条 件 ， 而 且 由 定理 4.4 我 们 也 得 到 88.2 池 的 存在 
性 结果 对 OCR 的 一 个 推广 ， 然 而 要 假设 了 在 & 中 是 有 界 
的 和 局 部 Lipschitz 连续 的 。 

出 定理 4.4 我 们 得 到 初 值 问 题 AIDE 严 (2) 意 义 下 的 
一 个 局 部 强 解 。 由 定理 4.4 这 个 解 满足 
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u ECO, TO; LMC, T hH NEC) 
MCO, Ta); L’c2)) . 
we TU>0 成 立 ， 但 实际 上 对 I>0 它 是 这 个 初 值 问 题 的 一 
个 十 典 解 。 事实 上 ， 因 为 对 0<t<T6，wED(C4)cCC98) 和 


由 推论 1.3。2 i ex, 对 0<t<T, 是 局 部 Hilder 连 


续 的 ， 所 以 EX -ao 和 C- wi pyde 0<t<Ty 


xEQ 上 是 连续 的 。 为 证 明 u EXT HEN-THAM, Fl 
下 将 证 明 ut) CCQ), HRW O<tcT,, ud) CDK 


137 Fa 、 A 6 
事实 我 们 有 WEW OCL (D, RE a=2, 53723 


du try - 
=6, 因此 由 (4.12)，hu=PC) ~- -F EL M. 所 


以 出 定理 71.3.1，UEWW “(8),， 从 而 V4EW “(8) 有 

nat > 重 旬 这 一 过 程 我 们 得 到 VLEW O ， 这 里 
1/4.=?(1/o -1/3) ,容易 验证 在 有 限 步 之 后 (如 果 1 专 7<2， 
则 只 有 一 步 ，，4,>3。 于 是 VWa, E Q 中 是 Halder 连续 
的 ， 并 向 此 推出 F Gsw 在 中 中 是 Holder 连续 的 。 因 为 


a > —9-u(4,0) EX, > 所 以 -9 u(t,*) 在 Q 中 是 H5ider 


ot ðt 


du 在 8 中 是 Holder 连 


续 的 ， 并 且 根 据 对 于 椭 园 方程 的 一 个 古典 正则 性 定理 知 
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连续 的 。 但 另 一 方面 hu = F Ct u) - 


a NECH (O 对 某 一 5>>0 成 立 ， 即 4 关于 x 有 二 阶 
Holder 连续 导数 ， 因 此 它 是 (4。15) 的 一 个 古典 解 。 
我 们 用 一 些 对 更 一 般 的 存在 性 结果 的 评注 来 结束 本 节 。 

我 们 假设 4(x,DD) 是 由 (4.1) 给 出 的 一 个 强 椭 园 微分 算 子 ， 
我 们 在 LO 中 定义 一 个 算 子 4 为 DCA) =W 
W ”CQ) 和 A,u =A(x,D)u WF u €D(A,). 通过 对 A, WE 
—MESAF WER, MARANA RH, RNB 
设 4, BB. AER. -A, 是 LOR 的 一 个 解 
析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 设 

Fu) CX) = FX Du Due, De), (4.21) 
RED 表示 任何 第 7 阶 导 数 ， 假 设 1 是 其 所 有 变量 的 连 续 
可 微 函数 ， 并 在 严 (2) 中 考虑 初 值 问题 

| me + Au= F(t,u), 
| (4.22) 


由 定理 4.3， 如 果 1- <a <1 MD 分 大 ， 则 X。 BSI 


入 到 C2 12) 中 ， 由 此 推出 
“F(t,A; 2) — F(s,A5°Y) |! ,CC li- s} + |lu- y] 0,), (4.23) 
这 里 C 是 一 个 依赖 于 |1P4 ulon |DA. OS 7 <2m ~ 1 
的 常数 ， 因 此 若 t 充分 大 ， 定 理 6.3.1 的 条 件 被 满足 并 且 我 
们 有 
定理 4.5 设 8 是 R" 中 具有 光滑 边界 08 的 有 界 区 域 ， 
设 4, 是 上 述 定义 的 算 子 。 又 设 FG,WD 由 (4,21) 所 定义 ， 这 
里 了 是 其 所 有 变量 ， 有 可 能 排除 x 变量 的 连续 可 微 函数 ， 
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p>n, WER — EWN, Ms ll 题 
(4022) 有 了 唯一 的 局 部 强 解 。 
如 果 # <2 《如 定理 4,.4 中 的 情形 一 样 )， 则 论证 表明 定理 
4.5 不 成 立 ， 因 为 没有 0 所 a <1 使 得 D*-1(4-"w) EL”). 
在 这 种 懂 形 为 了 得 到 一 个 存在 性 结果 人 们 必须 假设 函数 了 满 
BRUT HT 〈4.12) 一 (4.1 仿 的 进一步 的 条 件 。 


$9.5 Korteweg-de Vries 方 程 


在 本 节 我 们 将 用 $6.4 节 的 结果 以 获得 Korteweg 一 de 
Vries 方程 的 Cauchy 问题 
Ut tuu =0, t20, -cocx<oo, 


{ (5.1) 
uC0,%) = WoCX) 


的 局 部 解 的 一 个 存在 定理 。 

整个 这 一 节 我 们 假设 所 有 PORE SER, FA J 表示 在 整 
个 R 上 的 积分 和 用 了 表示 了 的 Fourier 27%, 

对 于 每 个 实数 s 我 们 引入 一 个 Hilbert ZEHA RWF: 
设 上 EECR)， 命 

e'l, = (fa + EY: ()| WA 

对 于 lel 是 有 限 的 函数 上 EECR2) 的 线性 空间 是 一 个 pre 一 
Hiibert 空 间 ， 有 内 积 


(u,v), = f +e T ETE, 6.3) 


1792 


(5.2) 
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这 个 空间 关于 范 数 ells 的 完备 化 是 一 个 Hilbert 空间 ， 我 
们 用 HR) AR. 
BR MR =VR), VRHOW ARAMA, ) 
和 和 |" 表示， 而 且 容 易 验 证 当 :=7 时 ， 空 间 CR) 8S7。1 
节 中 所 定义 的 室 间 A(R), Bhai, AMPA 同 定 
义 中 的 范 数 是 等 价 的 。 
在 以 下 引 理 中 我 们 集中 了 空间 及 (有 ) 的 一 些 有 用 的 性 质 。 
BISL O Ailes, WORD ya lejha lel, 对 
F EHD 成立。 


(712) 对 之 了 > ACR) CC(R) FY 对 于 WEB'(R) 成 立 


jale Cie] s (5.4) 
这 里 ula = sept O] EXER 
证 明 HE BRR OY SA EN AES 


和 ER 或 立 ， 因 此 (是 显然 的 。 
由 Cauchy—Schwartz FERRA 


uol =| | 
fim 
< 1 dé 149 j eye de WO 
< ,到 =(fatis: -) ( (1 +ED Iw (EY) E) 
scel 
HEEG Bae YPAS u 是 连续 的 ， 而 且 
lal- Co 本。 


Ka LR) =H (RM Y=E R), Br 5 之 3 。 我 们 
定义 一 个 算 子 4 为 DCA) = AMR FAN VEDA, 4Au= 
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d 


Diu, 这 里 D= e 
dx 


引 理 5.2 Ay EX 上 的 一 个 Cy 等 距 群 的 无 穷 小 生成 元 。 
证 明 A, 是 反 自 伴 的 ， 即 i4o 是 自 伴 的 或 者 等 价 地 
(Au, u) =0 对 所 有 uwEDC40) 成 立 ， 这 由 以 下 即 得 


CAU, u) =Í Diu udx = -Í ue Diudx = — (Auu), 


这 里 第 二 个 等 式 通过 三 次 分 部 积分 得 到 . 由 Stone 定理 ( 定 
理 1.10.8) 知 A, X=) 上 一 个 等 焉 群 的 无 穷 小 生 成 
元 。 

其 次 我 们 对 每 一 7EY= 磊 (CR), 其 中 3 之 3， 定 义 一 个 算 
FAW) A: DAO) =H (RAM UEDA), 4104 
=v Du。 于 是 我 们 有 . 

513785.3 ”对 每 一 VEY, 算 子 A(V)=Aot41(Y) EX 
上 一 个 C, BRT. 的 无 穷 小 生成 元 ， 满 足 

|T,C) || <e** (5.5) 


对 每 一 BSB) Clr 成 立 ， 这 里 Co 是 一 个 不 RK MF 
VEY 的 当 数 。 

证 明 ”我 们 首先 注意 因为 VC H'CR) LD? EHR). 
又 因为 ;之 3， 所 以 由 引 理 5.1 知 Dr ELR) 和 Dres 
Doli- ECP] 

现在 对 每 一 xEREICR) 我 们 有 


(A, Cru) = | vDurudx = 5 | v Du?dx 
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-5 J Dr wdx>— 5 yaya? coll dl 


eee BSB) = cay], AC) +6l 是 耗 散 的 。 因 为 
ERAN, PAX BSR), 49+ 410%) +81 也 是 耗 
wt, 而 且 
MA O) + BDall Dul + Llesol- Dul] + Blul, 65.6) 
利用 分 部 积分 不 难 证 明 对 每 一 4€E83CR) ， 我 们 有 || Dull < 
fulu 和 由 配 极 变 澳 对 每 一 e>0 我 们 得 到 
lIDall< elDiul| +Cce) ull (S67 


选取 €= 4 jj 和 用 (5.7) RA (5.6) 得 


IAO) + Bul < lAl + Chel, 


对 于 uE DANEZ. (5.8) 


Eeka HE 7 3.3.3 , Aot AO) + BE =A) + BI 对 每 一 
bb OE X 上 的 一 个 C， 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 所 以 
407) 是 一 个 满足 (5.5) 的 Co 半 群 了 ,(1) 的 无 穷 小 生成 元 。 
现在 我 们 设 B, 是 了 内 的 中 心 在 原点 半径 为 0 的 球 

考虑 算 子 族 4(?)，?>EB， 我 们 欲 证 明 这 个 族 满足 定理 6.4.6 
的 条 件 。 由 于 族 AO), VEB, 的 特殊 形式 ， 因 此 只 须 证 明 以 
下 三 个 条 件 ， 

(AD ACO), EB, 是 X 中 的 一 个 稳定 族 。 

(4,) 存在 了 到 X 上 的 一 个 周 构 使 得 对 每 一 2EB， 
S AST = AOE X 中 的 一 个 有 界 算 子 和 


ISAS AOC, W—-W VE B, 成 立 ， (529) 
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(Ay) HE-VEB, DAW) DY, AMBMAY SX 
一 个 有 界线 性 算 子 和 
JA =A) Nx Cal7 — Val. (5.10) 
BAER CAD M86. ANURA AD 相同 和 (4s) Ai 活 
(AY 及 ( 互 ,)， 由 引 理 5.4。4 和 定理 5.4。5 这 是 容易 看 出 的 。 
条 件 ASG domk) ， 而 ( 百 D) 亦 成 立 ， 因 为 和 和 了 
是 自 反 的 。 最 后 ， 如 果 上 ul,<r 各?€B,， 则 
[A ud) Duel! + ||P Du! 
< || Dwol + [i|] Duo!) 
<u; tSr +r) =k, (5.11) 
并 且 定 理 6.4.6 的 条 件 (4.21) 也 成 立 。 
为 了 证 明 族 4(") 对 于 >EB, 满足 条 件 (41) - (43) ， 我 
们 需要 一 些 预 备 结果 。 设 


Ate | ex (1+8) /2f CE) dE, (5.12) 
Af ZT 
FERE A E Y =H Raj X= 上 的 一 个 同 构 ， 对 于 
一 个 给 定 的 讽 数 TEL2CR) 设 Mi 是 用 函数 RRO, M 
Mu= fu。 于 是 我 们 有 

引 理 5.4 ECHR), Hh s>3/2 Mik T = (A'M; 

M4D4-。 则 了 工 是 和 = 工 (R) 上 的 一 个 有 界 算 子 和 
IsClgradill:。 (5.13) 
证 明 人 的 Fourier 变 换 是 一 个 积分 算 子 ， 其 核 :(&, 作 为 


KEM = CA HEDY (+D F EDA HDE 
因为 
366 


IA + E29 (+) <s| E= n CHEE 
+ (4+8) 
我 们 有 
LCE Ssh + ED CDa En] FE- A Py -e 


+ E-n FE-M hE +E. 
TERRA RO REALE Enh E DWF 
Ti 和 T: RHR. AAV Fourier 变换 我 们 有 

T=sA MA, T,=sM, (5.14) 
这 里 M: 是 用 函数 g PROBST, Heh = 1 TO. 
由 引 理 :。1(zz)， 


is 和 Ce 和 Cllgrag fl-10 (5.15) 
现在 
Dull = s ATM, = sM Au] 
<sl|igll- lizel] (5.16 
和 
[Tul = sl gull esllel lal. (5.17) 


因此 Ti M T: E X LWRARN, BE Old), 6.149 
和 (5017) 得 到 所 期 待 的 估计 6.13. 

现在 我 们 有 

引 理 5,5 对 每 一 r>>0， 算 子 族 40) 对 于 rE.B, 满 足 条 件 
(A) - (A), 

证 明 r> 是 固定 的 。 由 引 理 3,3， 如 果 Sor, Ml 
AQ) EMA RIT. || <c® 的 Co BR LOW CAME 成 
x, BAM) 对 于 YEE, BX 中 的 一 个 稳定 族 LE X 
6.4.1) 。 


象 我 们 在 上 面 所 提 到 的 S-41 EY =H (RF) X = LR) 
上 的 一 个 同 构 ， 简 单 计算 表明 对 于 uy CY 我 们 有 
SAS- Au = (SED 1D)u 
= (Sy — vS) S i Du, 
因此 由 引 理 5.4 
ISAS- AQP) yu] = || (AM, = M,A).A'*A-! Du 
<I (AM, - MA) AY I. A- Dal 
<C\grad vidal <C” 
因为 Y 在 X HMB, EA SAOS -ACs Cr, 
HADR E. 
最 后 因为 ?之 3, 所 以 对 每 -2EY，DCd(D)) DYMI EB, 
AC) |] <I Dal] + Del] <j) Dal] + sll Du 
Sat lly.) el, A + Cry uly, 
因此 4(?) 是 从 Y 到 X 中 的 一 个 有 黑 算 子 ， 而 且 如 果 ?1,72 EB,， 
& ETY， 则 
\ (A) = AC) Yell = || 1 ~ #2) Ded 


lv, — Vall [Dulle SC]: ?al zly, 


由 引 理 3.5， 族 4(2?) 对 于 VCR, 满足 前 面 所 述 的 条 件 
(41) (48)， 因 此 由 这 些 条 件 后 的 注 记 知 定理 6.4.6 的 所 有 
假设 被 满足 ， 只 要 rol,。 由 此 我 们 得 到 

定理 5.6 对 每 一 ww CHR), s>3 存在 了 T>0 使 得 初 
值 问题 

WT ht uu=0, 120, ~co<x<too, 
Lox =W) 
AEH AE u ECET H*CR))( 1C1([0,7];L2CR))。 
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x om 评 注 


抽象 的 线 人 性 算 子 半 群 理论 是 泛 函 分 析 的 一 个 组 成 部 分 。 
因此 在 许多 泛 函 分 析 教 材 中 者 包含 了 它 的 一 些 内 容 ， 这 个 课 
题 最 广泛 的 论著 是 Hille 和 Phillips 的 经 典 专著 [1]. 其 它 一 
般 的 参考 书目 是 Butzer 和 Berens[i], Davies[ij, Dunf- 
ord 和 Schwartz[1], Dynkin(1J, Friedman[il, Ladas 
F Lakshmikantham[1], Kato[9], Kreinti], Martin[1], 
Reed 和 Simon[il, Riesz 和 Nagy[1], Rudin[ij, Sche- 
chter[4}, Tanabe[o], Walker[1], Yosidal7] 和 其 它 的 
书 。 | 

对 抽象 理论 连同 它 的 一 些 应 用 的 一 个 很 好 的 介绍 由 
Yosida[3], Phillips[7J 和 Goldstein[3] 的 讲义 所 提供 。 

4 Hille 和 Yosida 在 1948 年 发 现 生 成 定理 以 来 ， 有 办 
线性 算 子 的 半 群 理论 已 得 到 迅速 发 展 。 目 前 ， 它 是 一 个 对 许 
多 分 析 领 域 有 大 量 应 用 的 广泛 的 数学 课题 。 本 书 仅 涉 及 到 这 
个 理论 的 一 个 部 分 ， 主 要 是 为 了 适应 对 偏 微 分 方程 的 应 用 。 
在 这 里 我 们 简要 地 提 及 一 些 在 本 书 中 一 点 没 涉及 到 的 课题 。 

Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 半 群 的 许多 经 典 理论 已 
被 推广 为 局 部 凸 线性 拓扑 空间 中 的 Co 类 等 度 连续 半 群 。 在 
这 个 方向 上 最 初 的 工作 是 上 .Schwartzf1] 给 出 的 。 该 理论 
的 许多 经 典 结果 由 ,Yosida[7] 推 广 到 这 种 情 形 ， 更 一 般 
的 进一步 的 结果 在 Komatsu[2]，Dembarttl]， Babai- 
0lar1]，Ouchi[r13] 和 Komura[r1] 中 给 出 。 
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该 理论 也 被 推广 到 分 布 半 群 。 在 这 个 方向 上 最 初 的 结果 
属于 JoL.Lionsr1] , 也 见 Chazarin [1] , Da Prato 和 
Mosco[1]，Fuiwarart] 和 Ushijima[ij,[2]. 

在 本 书 中 我 们 仅仅 处 理 了 强 连 续 半 群 ， 在 零点 的 不 同类 
型 的 连续 性 是 在 Hille 一 Philips[1] 中 引入 和 研究 了 。 许 多 
关于 半 群 但 不 是 C 半 群 的 最 近 结 果 能 在 Oharu[13, Oharu 
和 Sunouchir1]， Miyadera, Oharu 和 Okazawa-1]， 
Okazawa[ 21a Miyadera[3] 中 找到 。 

有 界线 性 算 子 的 半 群 理论 是 和 Banach 空间 中 的 常 m 
分 方程 的 解密 切 相关 的 。 通 常 每 一 个 “ 适 定 的 ”线性 自治 初 
值 问 题 产生 一 个 有 界线 性 算 子 半 群 。5,G.Krein[1] 的 书 就 
从 这 种 观点 研究 了 半 群 理论 ， 然 而 不 适 定 的 Banach 空 间 中 
的 微分 方程 已 经 有 了 有 意义 的 结果 ， 在 这 个 方向 上 我 们 提 到 
Agmon 和 Nirenberg [1] 的 工作 ， 也 见 Lions[2], 上 ax[1]。 
Zaidman[1], Ogawa[1], Pazy(il, Maz’ja 和 Plamene- 
vskii[i jf Plamenevskiili ]。 

象 我 们 刚才 所 提 到 的 算 子 半 群 可 以 作 为 Banach 空间 
中 的 一 阶 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 而 获得 ， 许 多 理论 是 处 理 
单一 的 一 阶 方程 ， 其 理由 是 高 阶 方程 能 转化 成 一 阶 系 统 ， 然 
后 通过 改变 基本 Banach 空间 得 到 一 个 单一 的 一 阶 方 EB. 
然而 有 些 高 阶 方程 的 结果 不 能 遂 过 这 种 转化 得 到 和 有 些 结果 
直接 处 理 高 阶 方程 恰恰 是 更 方便 的 ， 对 于 有 兴趣 的 读者 我 们 
指出 $.G。Krein[1] 的 第 三 章 讨论 了 二 阶 方程 。 进 一 步 的 参 
考 文献 是 Fattorinif1],， [2], Goldstein[2], [4], Sova 
(11, Kisynskit3i, £4], Nagy[1], [2 | [3], Travis 和 
Wepb[1]，[2]，RankinF13 和 其 它 的 。 
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在 最 近 几 年 有 界线 性 算 子 的 半 群 理论 已 被 推广 为 
Hilbert 和 Banach 空间 上 一 个 庞大 的 和 有 趣 的 非 线性 算 子 
半 群 理论 。 在 这 里 我 们 充 提 及 该 课题 的 一 些 一 般 的 参 考 文 
献 Benilan, Crandall 各 Pazy{1], Brezis[1], Barbu 
[2], Crandallftj, Yosidal’], Pazy[4], (8]#7Pavell3], 

在 我 们 转 到 对 在 本 书 中 出 现 的 材料 的 有 有 关 参 考 书目 作 
更 仔细 的 介绍 之 前 ， 注 意 我 们 并 不 企图 搜集 一 个 完整 的 参考 
书 昌 ， 即 使 是 对 包含 在 本 书 中 的 那 部 分 理论 。 许 多 参考 文献 
被 给 出 仅仅 是 为 了 指出 材料 的 出 处 ， 或 密切 相关 的 论题 ， 和 
进一步 阅读 的 原始 材料 。 一 个 该 课题 的 很 广泛 的 参考 文献 由 
J.A.Goldstein 编辑 ， 并 将 出 现在 由 他 所 编 的 即将 出 版 的 书 
中 。 

Stel 关于 在 1=0 点 依 一 致 算 子 拓扑 连续 的 有 界线 性 
算 子 半 烙 ， 或 等 价 地 ， 由 有 界线 性 算 子 生成 的 半 群 的 结果 可 
以 作为 在 一 个 Banach 代数 上 关于 指数 函数 的 结 果 。 这 种 
观点 被 MeNagumo[1] 和 Yosida[1] RH, th Ji Hille— 
Phillips[13] 的 第 V 章 。 一 致 连续 交 算 子 群 表示 成 一 个 有 OF 
ATga D.S. Nathan IAE. 

31.2 本 节 的 大 部 分 结果 是 标准 的 并 能 在 每 一 本 处 理 线 
性 算 子 半 群 的 教材 中 找到 ， 例 如 在 文献 评注 开头 所 提 到 的 所 
有 教材 。 - 

定理 2.7 陛 证 明 是 遵循 上 Gelfand[13 的 方法 。 引 理 2.8 
是 E.Landau 的 一 个 经 上 蜗 不 等 式 〔 例 2.9) 的 一 个 推广 ， 它 
在 本 节 中 的 形式 出 自 Kallman 和 Rota[1] 。 对 于 Hilbert 
室 间 网 情形 T.Kator12] 证 明了 如 果 TC) 是 一 个 收缩 半 群 ， 
则 2 是 (2.13) 中 可 能 的 最 好 常数 。 对 于 一 般 Banach 空间 ， 
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可 能 的 最 好 常数 似乎 还 不 知道 。 有 关 不 等 式 更 多 的 细节 在 
Certain 和 Kurtz[1] 中 给 出 ， 也 见 Holbrook[1]. 

81.3 本 节 的 主要 结果 是 定理 3.1， 它 给 而 了 强 连续 收 
缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 第 一 个 完全 的 特征 ， 这 个 结果 是 以 
后 系统 地 发 展 有 界线 性 算 子 半 群 理论 的 开始 ， 它 由 E-Hille 
[2J 和 K。Yosida[21 独 立地 得 到 。 该 定理 的 充分 部 分 的 证 明 
是 遵循 K.Yosid[23 的 思想 ， 在 该 证 明 中 出 现 的 有 界线 性 算 
F A 秘 污 4 的 Yosida 剖 近 ，Hilte 的 证 明 是 基于 指数 公式 

TQ)x = Lim ( a ) x 


n 


对 于 xE€D(42) 收 合 的 一 -个 直接 证 明 ， 如 见 Tanabe[6] 的 
83.1 节 ， 

81.4 WFX=H B+ Hilbert 空间 的 特殊 情 形 ， 
本 节 的 结果 属于 RS.PhillipsL5]。 对 一 般 情 形 的 推广 由 
Lumer 和 Phillips[ 生 完成。 顺便 注意 ， 一 个 收缩 半 群 的 无 
穷 小 生成 元 A 的 特征 作为 一 个 耗 获 算 子 , 即 一 个 耗 散 算 子 并 使 
得 对 和 = 0，)T- 4 的 值 域 志 整个 X， 在 非 线性 半 群 理论 中 起 
做 本 质 的 作用 。 

81.5 本 节 的 主要 结果 是 定理 5.2、 它 给 出 了 Co 有 界线 
性 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 一 个 完全 特征 ， 因 此 推广 了 
Hille—Yosida 定理 ， 后 者 限于 一 个 Co 收缩 半 群 的 生 成 元 
的 特征 。 定 理 5.2 几 平 同时 独立 地 由 W.Feller[1],，1,Miya 
dera[1] 和 R.S。Phillips[2] 得 到 。 本 书 的 证 明 是 Feller 证 
明 的 简化 。 

定理 5.2 的 充分 性 的 证 明 的 其 它 方法 是 直接 用 Hille— 
Yosida 定理 的 充分 部 分 的 证 明 的 一 个 简单 推广 去 证 明定 理 
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5.5， 例 如 见 Dunford 一 Schwartz[1] 的 第 YIII 章 。 

81.6 线性 算 子 半 群 的 研究 实际 上 开始 于 算 子 群 的 研 
究 ， 最 初 的 结果 是 关于 有 界线 性 算 子 生成 的 群 Cased 
节 ) 。 这 些 工作 由 衣 。 Stone[1] 和 J.von—-Neumann(1] 得 
天。 定理 9.3 属 于 E。Hille[11] 和 定理 6.6 属 于 J.R。Guthbert 
[1]. 

81-7 XF Laplace 变换 的 反 演 结果 是 标准 的 对 于 
Laplace 变换 的 反 演 的 较 好 结果 能 通过 稍微 精细 的 分 析 得 
到 ， 见 Hille 一 Philtip st 的 第 1 AET. TAY RES Bs E 
WY 4 是 一 个 解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 〈 见 82.5) 。 对 于 这 
样 的 算 子 4 ， 通 常 是 直接 用 Dunford 一 Taylor 的 算 子 演算 
证 明 由 (7.26》 定 义 的 UC(1) 是 一 个 有 界线 性 算 子 半 群 和 4 
是 其 无 穷 小 生成 元 ， 例 如 见 Friedman[1] 的 $2 节 的 第 二 部 


MAL A 是 一 个 Cn 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

$1.8 定理 8.1 JRF E-Hille [1]. 关于 这 一 点 亦 见 
punford-_Segajl[1], 注 意 到 Dunford 和 $eg9al 的 这 篇 文章 
强烈 地 激励 和 引导 〖K.Yosida 得 到 一 个 Ce 收缩 半 群 的 无 穷 
小 年 成 元 的 特征 是 有 趣 的 ， 见 Yosida[2]。 

定理 8.3 属 于 E。.Hille ( 见 Hille 一 PhillipsL[1]》 ,在 定理 
8.3 中 给 出 的 指数 公式 是 为 了 作为 Hille 的 Co 收缩 半 群 的 无 
穷 小 生成 元 的 特征 的 证 明之 基础 :这 个 公式 也 是 一 般 Banach 
空间 中 非 线性 收缩 半 群 理论 的 开始 , 它 始 于 1971 年 Crandall 
和 Liggett 的 基本 结果 。 这 里 我 们 所 给 的 定理 8.3 的 证 明 
来 自 Hille 一 Phillips[1]。 一 个 更 一 般 结果 的 不 辐 证 明 在 $3.5 
节 中 给 出 。 
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$1.9 本 节 的 结果 基于 Hille 一 Phillipsf1] 的 第 了 章 和 
Kato[3]。 也 见 Kato[9] 的 第 八 章 ， 

81.10 伴随 半 群 的 定义 来 自 Phillips[4]， 也 见 Hille 一 
Phillips[1] 的 第 XIV 章 和 KK。Yosida[7] 的 第 IX 章 ， 后 者 给 
出 了 HKkKomatsu[2] 对 Phillips 的 结果 在 局 部 凸 空间 的 拓 广 。 

然而 一 种 稍微 不 同 的 方法 导致 司 样 的 强 连续 半 群 ， 这 由 
Butzer 和 3erens[1] 的 第 | 章 得 到 。 定 理 10.8 属 于 Mu。Stone 
[19， 且 是 由 一 个 无 界线 性 算 子 生成 的 半 群 的 第 一 个 结果 。 

$2.1 代数 的 半 群 性 质 T(t+ 3) = 了 (DT(G) ， 增 加 了 
FETO 的 许多 拓扑 性 质 ， 属 于 K.Yosida [3] 的 定理 
1.1 是 这 种 结果 的 一 个 例子 。Hille 一 Phillips[t] 的 第 章 的 
另 一 个 例子 是 

定理 ”如果 (四 是 在 (0,co》 上 强 可 测 的 有 界线 性 算 子 
半 群 ， 则 它 在 (0,co》 上 是 强 连续 的 ， 而 且 如 果 T(t) 在 1=0 
是 弱 连 续 的 ， 则 (是 一 个 C AR. 

$202 本 节 的 结果 包括 了 Hille—Phillips[ij XVI 
章 的 部 分 结果 。 而 在 Hille 一 PhilyipsL11 中 的 结果 的 证 明 用 
了 Gelfand 表示 理论 ， 我 们 的 定理 2,3 的 证 明 完全 是 初等 的 ， 
这 是 Hille[1] 中 的 处 理 方法 。 定 理 2.4，2。.5 和 2.6 也 来 自 
Hiller1], 

关于 定理 2.6 的 逆 的 一 个 反例 在 Hille 一 Phillips[1]C469 
页 ?中 给 出 ,也 见 Greiner ,Voigt 和 Wolff[1]。 关 于 Ci 正 算 、 
子 半 群 的 谱 映 象 定理 的 进一步 的 结果 能 在 Greiner[l]， 
Derdinger[1] 和 Derdinger 和 Nagel[1] 中 找到 。 

382.3 定理 3.2 属 于 P.D.Lax (H, Hille—Phillips(1] 
BX) ， 定 理 3.3 和 推论 3 ,4 及 3.5 了 到 自 Pazy[3]。 
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定理 3.6 来 自 Hille 一 Phillips[11] 的 第 XVI 章 ， 但 在 那里 证 明 
用 了 Gelfand 表示 理论 ， 我 们 的 证 明 是 初等 的 。 定 理 3.6 给 
出 了 对 于 一 个 无 穷 小 生成 元 4 生成 一 个 对 上 之 0 依 一 致 算 子 
拓扑 连 续 的 Co 半 群 的 必要 和 条件。 似乎 这 种 半 群 的 无 穷 小 E 
成 元 用 其 预 解 式 的 性 质 所 刻 划 的 完全 特征 还 不 知道 。 

§2.4 关于 Co 半 群 的 可 微 性 的 一 些 早先 的 结果 由 E. Hille 
[3] 和 K.Yosida[4] 得 到 。 一 个 可 微 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 
完全 特征 ， 即 定理 4.7 属 于 Pazy[3]。 定 理 4.7 H V.Barbu 
L1] 推 广 到 分 布 半 群 和 由 出 .WatanabeL1] ft)" 2) a hs 
章 上 的 线性 算 子 半 群 。 推 论 4.10 属 于 YosidaL[4]， 定 理 4.11 
和 推论 4.12 及 4.14 来 自 Pazy{5], 

$2.5 定理 5.2 属 于 E.Hille[1]， 我 们 的 证 有 明 是 遵照 
Yosida[4]。 定 理 35.3 属 于 SS。.Hilke[31]， 完 理 5.5 取 自 Cran- 
dall, Pazy 和 Tartar[1]， 人 而 定理 53. 属于 Kato[10]。. 推 
论 3.7 属 于 上 Neuberger[L1] 和 了 .KatoF10]。 推 论 ]。8 似乎 
是 新 的 ， 其 基础 空间 的 一 致 凸 性 或 一 个 类 似 的 条 件 是 必 须 
的 ， 因 为 存在 具体 的 解析 收缩 半 群 的 例子 使 得 lim M-T] 


=2, XÆ G.Pisier (私人 通信 ) 给 出 的 。 

本 节 有 关 的 结果 亦 是 ,Beurling[11 和 M.Certain(1] 
的 深刻 结果 。 , 

§2.6 设 4 是 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。- 4 的 分 
BEA eR S.Bochner( 114] R.S.Phillips(1] 所 研究 ， 后 
Æ A.V.Balakrishnan(1], (2747 -AWDREN—t+ 
新 的 定义 并 将 理论 推广 到 更 广泛 的 一 类 算 子 。 大 约 同一 时 期 
其 它 作 者 对 此 课题 也 有 贡献 ， 在 他 们 中 间 有 M,Z.Solomjak 
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[1], KeYosida(5], T.Katol4], [5] , [7] ,Krasnosel- 
skii 和 SoboievskiiLL1 了 ]， Watanabeff1] 。 后 来 HeKo- 
matsu 在 一 系列 文章 Komatsul3]—[7] 中 给 出 了 一 种 统一 
的 观点 。 

我 们 的 简化 处 理 主要 来 自 Kato[4] 和 [5]， 亦 见 Frie dm - 
an[51] 的 $14 节 的 第 二 部 分 和 Tanabe[6J 的 $2.3 节 。 

§3.1 本 节 的 结果 属于 R.S。Phillips[2j。 有 关 的 结 有 果 
见 Hille—Phillips( i Jaye XI #40 Dunford—Schwartz 
51] 的 第 8 章 。Phillips[2] 也 叙述 了 在 有 界 扰 动 〈 即 无 穷 小 
生成 元 由 一 个 有 界 算 子 的 扰动 》 下 保持 Co 半 群 性 质 的 研 
究 。 在 其 它 结 果 中 他 证 明 对 >00 依 一 致 算 子 拓扑 的 连 续 性 
被 保持 而 同样 的 性 质 对 >> 不 被 保持 。 一 个 半 群 1 (2) 
对 过 0 的 可 微 性 在 其 生成 元 的 有 界 扰动 下 是 否 被 保 持 的 回 
题 似乎 仍然 未 解决 ， 这 个 问题 的 一 个 有 关 结 果 见 Pazy[E3]， 

83.2 定理 2.1 属 于 E.HiljeI1]， 也 见 T.Kato[9] 的 第 
9 章 和 Hille 一 PhillipsLl3 的 第 XIT 章 ， 一 个 有 关 结 果 在 Da 
Pratof1] 中 给 出 、 


83.3 推论 3.3 杯 质 上 是 由 H.F.Trotter[2] 对 & 一 二 的 情 
Z 


形 所 证 明 ， 也 见 kato[923 的 第 9 章 。 推 论 3.3 对 & <1 的 一 般 
情形 由 Gustafson[1] 所 证 明 ， 定 理 3.2 是 在 Pazy[9] 中 所 
证 明 的 推论 3.3 的 一 个 更 对 称 形式 的 一 个 推论 。 

定理 3.4 被 P.Chernoff[2] 证 明 ， 推 论 3.5 属 于 P.Cher- 
nofft2] 和 N,.O0kazawarl], 它 是 R., Wist[11 在 Hilbert 空 
闻 中 的 结果 的 一 个 推广 。 

33.4 本 节 的 主要 结果 属于 H.F.Trotter[i), J, 
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Neveu[1] 对 收缩 半 群 的 特殊 情形 独立 地 证 明了 上 收敛 定理 ( 定 
理 4,5》 一 个 类 似 的 收敛 结果 也 在 T,Kator9] 和 T.Kurtz 
51],L2] 中 给 出 。 在 Trotter[1J 中 4, 的 预 解 式 RCX; A) 69 
极限 其 本 身 是 某 个 算 子 的 预 解 式 的 证 明 是 不 清 楚 的 ， 它 出 
T。Kato[3] 指 出 和 修正 。 在 定理 4,5 中 (ol -ODE X P H 
密约 条 件 保 证 4 (A 的 闭 包 ) 是 一 个 Co 半 群 的 无 穷 小 生成 
元 ， 对 此 一 个 不 同 的 必要 和 充分 条 件 在 M.Hasegawarl] 中 
给 出 ，Trotter 定理 的 一 个 有 趣 的 证 明 册 Kjsyn ski[22 得 到 ， 

Trotter(1]i eT CREAM Banach 空间 上 的 
Cu KRW KRAR, ZERERA FEW Kk & 
到 一 个 相应 的 偏 微分 方程 的 解 时 自然 是 很 有 用 的 ， 这 种 类 型 
的 一 个 例子 在 下 面 的 $3,6 节 中 给 

在 Banach 空间 中 不 是 Co FRR E AY We ok fe OR 
1。Miyadera[2] 和 Oharu 一 Sunouchi[1] 所 研究 、 

半 群 收敛 结果 也 被 推广 到 局 部 凸 空 间 上 ， 例 如 K 
Yosida[7], T.Kurtz[2]# T.t.Seidman({1], 

$3.5 引 理 5。,f 是 推论 .2 的 一 个 简单 推广 ， 它 属于 P。 
Chernoff[11]。 定 理 3,3 和 推论 ;.4 也 是 Chernofff1] 的 结果 
的 推广 ， 推 论 5.5 是 Trotter 乘积 公式 ，Trotter[2]， 的 一 
个 推广 ， 关 于 这 个 公式 的 条 件 见 Kurtz 和 Pierre(i], 

8$3.6 ”本 节 的 结果 和 偏 微分 方程 的 数值 解 有 关 ， 它 们 实 
际 上 类 似 于 Trotter[1] 和 Kato[9] 的 结果 ， 结 果 亦 见 Lax 
一 RichtmyerLl] 和 Richtmyer 一 Mo rton[1]. 

84.1 Banach 空间 和 中 的 初 值 问题 (1.1) 称 为 一 个 th 
象 Cauchy 问题 ， 这 种 问题 的 系统 研究 始 于 E。,Hille[4]。 唯 
一 性 定理 (定理 1.2) 属 于 Ljubic[1]。 定 理 1.3 属 于 Hille[4] > 
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亦 见 Phittips[3]。(1.1) 对 于 初 值 是 X 中 的 笛子 集 D (不必 
等 于 D(4) 的 解 的 存在 性 的 充分 条 件 是 在 R.Beatr1] 中 给 
定义 GD 的 弱 解 的 一 个 不 同 的 方法 由 上 BalfEi] 给 
出 ， 请 看 下 一 节 的 注 记 。 
34.2 定义 2.3 定 义 了 (2.1) 的 .mild 解 ， 如 果 4 是 一 个 
半 群 工人 (的 无 穷 小 生成 元 。 上 了 M.Battr1] 定 义 了 方程 


du _ 
a = Aut f(t) (E) 


的 “《 弱 解 ”， 这 里 4 是 X 上 一 个 闭 线 性 算 子 和 fE LI(0T : 
X), WWF: 

定义 一 个 函数 ECCL0,TJ: 到 是 (B) 在 [0,7] 上 的 一 
个 弱 解 ， 如 果 对 每 一 EDA), MM aud, E OT] 
上 是 绝对 连续 的 和 


-全 u(t) = (ult), A*y*) + CFC) ,7*) 2ecs 在 [0.7] 上 


然后 他 证 明了 

定理 (Balb 对 每 一 XEX，(《Z) 在 [0,7] 上 存在 唯一 你 
SAR UB x(0) = % 当 且 仅 当 4 是 也 上 一 个 Ce 有 界线 性 算 
FERITO 的 无 穷 小 生成 元 ， 且 在 这 种 情形 下 ，! 被 给 出 
如 下 


u(t) = Tox TQ- Hfds, 0<i<T 
0 


推论 2.5 和 2。6 属 于 Phillips[21， 也 见 T。Kato[9] 。 定 
理 2.9 是 定理 2.4 的 一 个 简单 的 推广 。 
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84.3 定理 3.1 本 质 上 属于 A.Pazy[7], 那 里 仅 证 明 对 
于 满足 6 <1 ~ 了 的 指数 8 是 Holder 连续 的 。 对 于 6 =1 = L 


结果 仍 真 的 证 明 属 于 LL。Veron ， 定 理 3,2 来 自 Crandall 和 
Pazy[1]。 推 论 3.3， 对 于 更 一 般 的 4 依赖 于 + UBER) 
的 情形 由 H.Tanabe[2] , P.E.Sobolevskij[4] , E.T, 
Poulsen[13 和 Kator[9] 所 证 明 。 定 理 3.5 属 于 Kato[9]， 也 
iL Da Prato 和 Grisvard[1]。 对 于 这 个 问题 的 最 优 正则 性 
条 件 在 E。Sinestrari[11] 中 给 出 。 

84.4 定理 4.1 取 自 Pazy[6]。 它 是 上 述 R。Datko[1] 
的 结果 的 一 个 简单 推广 。 例 4.2 的 思想 取 自 Greiner, Voigt 
和 Wolff[1]。 这 类 其 它 的 例子 也 在 Hille 一 Phillips[1] 的 
第 XXIIT 章 和 Zabczykt1] 中 给 出 。 

比 定理 4.3 更 一 般 的 一 个 结果 由 也 .Slemrod[1] 所 证 明 ， 
同样 汐 问 要 也 在 Derdinger 和 Nagelr1] 和 Derdinger[1] 
中 被 处 理 了 。 

EHAS S.G Krein aye 4, 

$48 本 节 结 果 是 专门 的 ， 它 们 在 这 里 被 引入 主要 是 作 
为 第 五 章 第 一 节 的 准备 ， 本 节 结 果 和 .Kato[11] 中 的 结果 
BRR, Wy H,JTanabei5j 的 第 4 章 。 

§5.1 本 节 的 结果 完全 是 初等 的 ， 它 们 唯一 的 目的 是 为 
了 引出 本 章 的 其 余 结 果 和 使 读者 熟悉 发 展 系统 的 概念 和 主要 
性 质 “ 发 展 系统 ”的 术语 不 是 标准 的， 一 些 作 者 称 之 为 一 个 
传播 子 ， 或 者 一 个 芋 本 解 以 及 还 有 的 一 个 发 展 算 子 。 

85,2 本 节 的 结果 来 自 Kato[11]， 在 这 里 稳定 性 概 念 
的 定义 强 于 通常 人 们 用 于 有 限 差分 逼近 中 的 。 当 4(t) 不 依 
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， 夭 于 上 时 ， 则 稳定 性 的 条 件 和 定理 1.5.3 的 条 件 一 . 致 ， 因 
此 我 们 能 对 空间 重新 赋予 范 数 使 得 在 新 范 数 中 4 对 成 一 个 
BE EPO) |< WBE, WR AORT t, EDAD) 
不 依赖 于 t 和 对 t=0 算 子 AAR, MARE AON A 
RE Rit X 能 重新 赋予 范 数 使 得 在 新 范 数 下 ||S,Cs) 夺 eV? 对 
每 -- t€(0,Ti mir, RE SG) 是 由 4GD 生 成 的 半 群 。 

8$5.3 一 85.5 对 于 具有 无 界 算 子 4( 世 的 初 值 问题 (3。1) 
的 发 展 系统 首先 由 Tkator1] ` 坎 造成 功 ， 其 主要 假设 是 
DAG = D 不 依赖 于 Ape to, ALO BX 上 一 个 
Co 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 以 及 关于 有 界 算 子 族 4(5)ACs) 1 
的 荣 些 连续 性 条 件 ，Kato[1] 的 主要 结果 本 质 上 是 E 理 4。8 
的 一 个 特殊 情形 ， 在 试图 推广 Kato[1] 的 结果 和 本 质 上 取消 
DCACI)) 不 依赖 于 的 假设 方面 ， 有 几 位 作者 在 种 种 条 件 下 
EAT ERRA, An Elioti], Goldstein[1],， Heyn 
[1], Kato[2], Kisynskir1]，Yosida[7],[6] 和 其 它 的 。 ， 

我 们 的 介绍 和 下 .Kato[11]，[133] 的 工作 密切 相关 ， 其 
简化 属于 Dorroh[1], 亦 见 H.Tanabe[6] 中 的 第 4 章 ， 

一 个 利用 算 子 和 技巧 直接 在 LO, T: OSA 
方程 Go.) 的 不 同方 法 在 Da Prato 和 lannelli[1] 中 被 
发 展 了 ， 亦 见 Da Prato 和 Grisvard[1] 和 lannelli[1], 

最 后 我 们 注意 对 于 注 3.2 所 需要 的 特殊 分 划 在 Kato[L3] 
的 附录 或 者 也 在 Evansf1] 中 构造 了 。 

§5-6—$5-7 抛物 情形 的 发 展 系统 首 ZY, Tanabe 
C1], (21, [3] 构造 ， 同 时 独立 的 但 方法 是 类 似 的 由 P.E。 
Sobolevskii[4] 得 到 ， 这 些 工作 都 假设 DC4(CD) 不 依赖 于 t 
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这 个 假设 稍微 放宽 的 工作 是 由 .Kato[6] 和 P。E。Sobolevs- 
kii[1]，[33 所 作 ， 他 们 假设 对 某 一 <rt, DUON) 不 
依赖 于 t， 后 来 Tato 和 H.Tanabe[1], 52- 成功 地 去 控 
了 D(A40Q)) 不 依赖 于 t 的 假设， 他 们 用 通 数 :>RG; AC) 
的 某 种 正则 性 假设 代 规 了 它 ， 关 于 这 一 点 我 们 要 说 的 是 如 果 
假设 :>RG;A40Q)) 有 和 较 高 的 可 微 性 则 可 得 到 解 的 较 高 的 可 微 
性 ， 见 SuryanarayanartJl。 如 果 假 设 条 件 在 [0 江 ] 的 一 个 
复 邻 域 成 立 ， 则 (6.2) 的 解 能 延 拓 到 [0,T] 的 一 个 复 邻 域 ， 
Komatsu[ i], Kato, Tanabef2] fn K.Masuda[1]. 
Nasuda[1] 进 一 步 指出 在 这 种 特殊 情形 Kato Tanabe 
对 于 发 展 系统 的 存在 性 是 必要 的 。 
在 85.6 和 8357 节 我 们 公 处 理 ECAC) BB RT OEE 
形 。 我们 参考 了 Tanabe(2), Sobolevskiitd] 和 Poulsen 
[1]， 亦 看 了 HeTanabel oly soe, REE EDA) 
可 变 的 情形 。 

BEATE CD 的 解 的 不 共 于 对 于 C2) 的 发 展 系 
统 的 构造 的 一 种 不 同 的 处 理 〈 靶 DADA i) 在 Da 
Prato: 和 Sjnestrari[1i 中 给 出 。 

$5.8 定理 8.2 属于 H.Tanabe[4] 和 定理 2e B+ 
Pazy[2]. 

一 个 和 发 展 方程 6D 的 解 的 渐 近 性 态 相关 的 并 在 示 
章 未 涉及 的 课题 是 奇 摄 动 ， 例 如 见 Tanabe[L5] 和 Tanabe 
和 Watanabe[rl], 

$6.1 定理 1.2，1.4 和 1。 层 于 1. Segal[1]， 也 见 Te 
Kato[8]。 一 个 了 是 Lipschitz 连续 的 但 (1.1) 的 mild 解 
不 是 强 解 的 例子 能 在 Webb[1] 中 找到 ， 定 理 1.6 和 1.? 是 简 
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单 的 但 是 是 前 面 结果 的 有 用 的 改进 。 

我 们 注意 了 的 Lipschitz 连续 性 能 用 增生 性 代 规 ， 并 且 
在 适当 的 条 件 下 仍然 能 得 到 初 值 问题 (1。1) 的 全 局 解 ， 例 
如 见 Kato[8]，Martin[1] 的 第 8 章 和 N。Pavel[2] 这 篇 JE 
FERN EX. 

$6.2 本 节 的 结果 基于 PazyL7]， 具 有 4=0 和 了 连续 
的 〈3。1) 没有 解 的 例子 例如 在 Dieudonne[1] 的 287 页 和 
J。Yorke[L1] 中 给 出 ， 事 实 上 我 们 知道 具有 A= 0 的 初 值 问题 

(3.1) 对 于 每 一 连续 的 了 有 一 个 局 部 的 强 解 当 且 仅 当 X 是 

有 限 维 的 ， 见 Godunov(1], 

本 节 的 主要 存在 性 结果 定理 2。1 由 NePave 人 Li] 挂 广 如 下 : 

定理 (Pavel) 设 DcX 是 X 的 一 个 局 部 癌 站 F 集 ， 
f: Die OX H. NiE SOM F t> 是 一 个 Co 半 群 和 
对 过 0，S(G) 是 紧 的 。 则 对 于 每 一 HED, GD 存在 一 个 
BRB Tip Tax I>D, KE 说 之 了 (to， Xp) Sh 的 必要 
和 充分 条 件 是 l 

lim h-! dist(SCh)zt+hfG,z):D) =0 


对 所 有 1ELios IDA zED 成 立 。 

8603 本 节 的 主要 结果 定理 3.1 H H.Fujita 和 T. 
Kato[1] 的 工作 ， 同 这 类 似 的 和 更 一 般 的 结果 能 在 Sobolev- 
skiir4]，Frie dman[1] 的 $15 节 的 第 二 部 分 和 Kielhoferl 3) 
中 找到 。 

D.Henrilt] 的 沙 作 “ 兴 线 性 抛物 方程 的 几何 理 论 ” 包 
含 一 个 类 似 于 定理 3.1 的 存在 结果 , 解 对 初 信 的 依赖 性 的 广泛 
的 研究 。 解 的 渐 近 性 态 和 许多 有 趣 的 应 用 。 
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本 节 和 前 一 节 的 一 些 结果 的 某 些 推广 在 Lightbourne 和 
Martin[1] 和 Martin[2] 中 给 出 ， 在 这 些 结果 中 假设 1 关 
于 4 的 某 一 分 数 寡 是 连续 的 〈 但 不 B Æ Lipschitz 的 ) 和 
一 和 4 生成 的 半 群 对 >0 是 紧 的 。 

前 面 各 节 对 于 自治 情形 (好 4 不 依赖 于 O 的 存在 性 结 
果 之 所 以 陈述 主要 是 为 了 简单 的 原因 。 它 们 可 以 推广 到 非 自 
治 情 形 ， 这 实际 已 经 作 了 ,比如 对 于 86.! 节 中 的 结果 如 Segal 
[1] 和 Priss[17， 区 于 86s2 节 的 结果 如 FitzgibbonL12， 对 
于 86。3 节 中 的 结果 如 Sobolevskii [4] , Friedman[1] 及 
Kielh5fer[3]。 

对 于 非 自 治 半 线 人 性 发 展 方程 的 一 些 渐 近 性 结果 在 
Nambu[1i 中 给 出 。 

$604 ”本 节 的 结果 和 Kato[4] 密切 相关 ， 也 见 Kato 
[15]。 一 个 处 理 类 似 方 程 的 不 同方 法 最 H Grandall 和 
Souganidisr13] 所 发 展 。 

$711 象 我 们 在 引言 中 所 提 到 的 ， 本 书 的 主要 目的 是 半 
群 理 论 对 于 偏 微分 方程 的 应 用 ， 本 章 和 下 一 章 的 目的 是 提供 
一 些 这 种 应 用 的 例子 。 

对 Sobolev 空间 的 一 种 细致 的 研究 在 Adams[1] 中 给 
出 ， 其 它 参 考 文献 是 Necasr1]，FriedmanL[1] 和 Lions— 
Magenes[1]. 

$7,2 一 87.3 JAEL, KATARIT 
Dirichlet 边界 条 件 。 所 有 的 结果 对 于 更 一 般 的 边界 条 丛 
成 立 ， 例 如 见 Agmon[1], Stewart(2], TanabeE6] 的 8S3.8 
节 ，Pazy[2] 和 其 它 的 。 对 于 有 具 桨 一 般 边 界 条 件 的 棋 园 算 子 
所 需 的 先 验 估 计 在 Agman，Douglis A Nirenberg[1], 
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Nir enberg[1]，Schechter[1],[21,[3] 和 Stewart[2] 中 给 
出 ， 也 见 Lions—Magenes[1i}, 


定理 2.2 属 于 L。 Garding[1] ,其 证 明 ， 例 如， 可 见 
Agmon[2] Friedman{1], Yosidal7], AMIR 解 
的 正则 性 (定理 2.3) 对 于 一 般 边 值 和 1<p<oo 由 Douglis 
和 Nirenberg[1] 所 证 明 ， 对 于 Drichlet 边 值 由 Nirenberg 
[1] 所 证 明 ， 也 见 Agmon[2] ， Friedman[1] 和 Lions 一 
Magenestl 。 

定理 3.{ 居 于 Agmon, Douglis 和 Nirenberg[1), 定理 
3.2 展 于 AgmonL1] 和 定理 3.7 属 于 Stewart[1]。 

另 一 个 生成 解析 半 群 的 算 子 的 有 趣 例 子 是 经 典 的 Stokes 
算 子 ， 详 见 Gigafl]。 

87.4 这 一 节 我 们 采用 K .Yosida[3],[ 门 前 处 理 ， 在 那 
琅 更 一 般 的 双 则 方程 也 论述 了 。 

87。5 ”本 节 采 用 经 典 的 Hausdorff 一 Young 定 理 的 证 明 
能 在 Stein 和 Weiss[1] 的 第 了 7 章 找 到 。 

87.6 图 本 节 所 提供 的 结果 类 似 的 具有 更 一 般 的 边界 条 
件 的 结果 能 在 Tanabe[6] 的 第 5 章 和 Friedman[1] 的 第 2 
部 分 的 89，10 节 中 找到 。 

88.1 AHO AREF Baillon, Cazenave 和 Figue- 
ira[1] 以 及 Ginibre 和 Velo[1]。 我 们 的 介绍 来 自 Baillon 
等 ， 有 关 的 结果 能 在 Lin 和 Strauss[1],， Pecher 和 von 
Wahil[1] 和 Haraux[1] 中 找到 。 

在 Re 的 一 个 有 界 区 域 2 中 定理 1.5 亦 成 立 ， 在 这 种 情 
形 解 的 局 部 存在 性 类 似 于 在 整个 RR 上 的 情形 ， 而 全 局 存 在 
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性 则 更 加 复杂 ， 因 为 不 能 直接 地 应 用 Soboley 嵌入 定理 。 为 
了 在 这 种 情形 证 明 全 局 存在 性 需要 用 一 个 新 疗 播 值 一 徐 入 不 
等 式 ， 见 Brezis 和 Gallouet[1), i 

$802 本 节 的 结果 和 Pazy[7] 密 切 相关 。 

88。3 一 88.4 ”在 这 两 节 ， 通 过 用 86,3 节 的 抽象 结 果 ， 
解析 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 人 负 分 数 军 被 应 用 来 得 到 某 类 非 线 
性 偏 微分 方程 的 初 值 问题 的 解 ， 

$8。3 节 的 结果 同 Fujita 和 Kato[1] 的 思想 稍微 密切 
些 ， 在 那里 线 件 算 子 4 比 我 们 考虑 的 更 复杂 ， 引 理 3.3 属于 
Fujita—Kato[i], 

8$8.4 节 的 结果 是 仿照 Sobolevskii[4] 和 Frie dman[1] 
的 工作 。 在 Holder 空间 和 对 无 界 区 域 的 类 似 的 结果 能 在 
Kiethofer[1],[21 23), 

在 该 节 应 用 的 Gagliardo—Nirenberg 不 等 xt 例如 在 
Friedman[1] 的 第 一 部 分 的 849，S10 节 中 被 证 明 。 

通常 在 某 些 人 情况 下 利用 某 些 进一步 的 条 件 能 得 到 全 局 
解 ， 例 如 见 Kielhasfer[3 和 von Wahi[1],[2], 3J FR 中 
的 Navier 一 Stokes 方程 见 Fujita Kato[1] 和 Sobolevs- 
kii [2]。 . 

最 后 我 们 注意 ， 为 了 简单 起 见 我 们 才 选 取 线 性 算 子 4 不 
依赖 于 上 ， 当 4 依赖 于 1 时 ， 类 似 结果 能 得 到 ,例如 见 
Friedmanfijq@ Kielhéfer[3], 

$8。5 本 节 的 结果 取 自 Kato[14] 中 许多 例子 中 的 一 个 ， 
对 于 这 个 特殊 的 例子 包含 一 个 全 局 存在 性 定理 的 较 好 结果 在 
水 ato[16] 中 给 出 。 
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